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Oz

Bu caligmada, fuzzy alt kiimeler ailesi iizerinde verilmis olan Hausdorrf fuzzy metrik uzaylarda, uzaklig1 degistiren
fonksiyonlar yardimiyla ilk olarak fuzzy fonksiyonlar i¢in sabit fuzzy nokta teoremi ispatlanmis ve teorem Orneklerle
desteklenmigtir. Daha sonra, ana teoremin bir uygulamasi olarak ortak sabit fuzzy nokta teoremi ve ispatt verilmistir.
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Abstract

In this study, firstly, fuzzy fixed-point theorem was proved for fuzzy mappings by altering distance functions in
Hausdorff fuzzy metric spaces which are given on family of fuzzy subsets and the theorem was supported by examples.
After that, common fuzzy fixed-point theorem and its proof were given as an application of main theorem.
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1. Giris

Giinlik yasantimizda dogrulugu kisiden kisiye
degisen pek ¢ok durumla karsilagsmaktayiz.
Ornegin zeki 6grenci, yash kadin, 1lik su, pahali
ev denildiginde ortaya ¢ikan belirsizligin
matematiksel olarak tanimlanmasi oldukga zordur.
Bunun i¢in interval matematik, olasilik teori,
fuzzy kiime teori gibi teoriler gelistirilerek
belirsizlik, modern anlamda matematiksel olarak
modellenmeye c¢alisilmistir. Bu teoriler arasinda
belirsizlikleri  dogru  ¢6ziime  kavusturma
konusunda ortaya konulan en uygun teori, Zadeh
(1965) tarafindan verilen fuzzy (bulanik) kiimeler
teorisidir. Fuzzy kiime, dogru veya yanlig, 0 veya
1 ikili mantik sistemi yerine dogruluk degeri [0,1]
araliginda degisen dereceli degerler almaktadir.
Boylece, klasik her kiime bir fuzzy kiime olarak
ifade edilebilmektedir.

Zadeh’in makalesinden sonra (Chang, 1968) ve
(Lowen, 1976) fuzzy topolojik uzay kavramini
tanimlayarak klasik topolojide yapilan g¢aligmalar
icin yeni bir alan olusturmuslardir. (Kramosil ve
Michalek, 1975) fuzzy metrik tanimindan sonra
Hausdorff uzay yapisinin elde edilebilmesi igin
(George ve Veeramani, 1994) tarafindan fuzzy
metrik uzay tanimi tekrar verilmis ve bu sayede
klasik analizde yapilan pek ¢ok c¢alisma bu
uzaylara taginmustir.

Fuzzy metrik uzaylar, 6zellikle sabit nokta teori
aragtirmacilar1 tarafindan yogun ilgi gormiis,
farkli kosullar altinda bir fonksiyonun sabit
noktasinin varligi ve tekligi incelenmistir. (Chitra
ve Subrahmanyam, 1987; Mihet, 2004; Tiirkoglu
vd., 2006; Alaca, 2009). (Heilpern, 1981) fuzzy
fonksiyon kavramini vermis ve bu fonksiyonlarin
sabit noktalarin1 bulmada ilk kez Hausdorff metrik
uzay1, (Nadler, 1969) in klasik metrik uzaylarda
cogul degerli fonksiyonlar i¢in verdigi sabit nokta
teoreminden yola ¢ikarak kullanmustir.
(Rodriguez-Lopez ve Romaguera, 2004) ise bir
fuzzy metrik uzayin bos olmayan kompakt alt
kiimelerinin ailesi iizerinde Hausdorff fuzzy
metrigi tanimlamis ve bu metrigin tamlk, pre-
kompaktlik ve tamlama gibi gesitli 6zelliklerini
incelemislerdir.

Yakin zamanda (Phiangsungnoen vd., 2014) bir
fuzzy metrik uzaym fuzzy alt kiimelerinin bostan
farkli ve kompakt seviye kiimelerinin ailesi
iizerinde Hausdorff fuzzy metrigi kullanarak ilgi
cekici sabit fuzzy nokta  teoremleri
ispatlamiglardir. Hemen ardindan (Abbas vd.,
2015), Hausdorff fuzzy metrik uzaylarda
genellestirilmis  bliziilme  sartin1  saglayan
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fonksiyonlarin sabit ve ortak sabit fuzzy
noktalarini bulmaya yarayan daha genel sonuglar
elde etmiglerdir.

Diger taraftan, (Khan vd., 1984) klasik metrik
uzaylardaki sabit nokta teori ¢aligmalarinda
kullandiklar1 ve uzakligi degistiren fonksiyon
olarak adlandirdiklar1  fonksiyon yardimiyla
asagidaki sonucu elde etmislerdir:

Tanim 1.1
¢:[0,00) — [0, 00) doniistimii;
i) o) =0t=0,

ii) stirekli ve monoton azalmayan

ozelliklerini saglarsa uzakligi degistiren fonksiyon
olarak tanimlanir (Khan vd., 1984).

Teorem 1.2

(X,d) tam metrik uzay, ¢ uzaklhigi degistiren
fonksiyon olmak iizere her x,y € X, 0 <c <1
icin f:X — X fonksiyonu
¢(d(fx, fy)) < cp(d(x,y)) 1)
esitsizligini saglasin. Bu durumda f nin bir tek
sabit noktas1 vardir (Khan vd., 1984).

Gerek klasik metrik gerekse fuzzy metrik
uzaylarda, baz1 6zel kosullar eklenerek uzakligi
degistiren fonksiyon yardimiyla pek cok sabit
nokta teori ¢alismalart yapilmustir (Naidu, 2003;
Popa ve Mocanu,2009; Shen vd., 2012; Nashine
ve Aydi, 2013; Dosenovic vd., 2014).

Daha sonra (Rhoades, 2001) tanim olarak her ne
kadar uzaklig1 degistiren fonksiyona benzese de
kullanim sekli tamamen farkli olan zayif biiziilme
doniisiimiinii kullanarak asagidaki sonucu elde
etmistir:

Tanim 1.3

(X,d) metrik uzay, ¢:[0,00) - [0,00), @(t) =
0 et =0 ozelligini saglayan artan siirekli bir
fonksiyon olmak iizere T:X — X doniisiimii, her
X,y € X i¢in

d(Tx,Ty) < d(x,y) — ¢(d(x,y)) (2)
esitsizligini saglar ise T ye zayif biiziilme denir
(Rhoades, 2001).

Teorem 1.4
(X, d) metrik uzay olsun. T: X — X zayif biiziilme

doniistimii ise T nin bir tek sabit noktasi vardir
(Rhoades, 2001).
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Biz de bu calismada, fuzzy alt kiimeler ailesi
tizerinde uyarlanmis olan Hausdorff fuzzy metrik
uzaylarda uzakligi  degistiren  fonksiyonlar
vasitasiyla sabit fuzzy nokta ve ortak sabit fuzzy
nokta teoremleri ile ana teoremi destekleyen
ornekler verdik.

2. Temel Bilgiler

Bu boliimde ileride kullanilacak olan bazi tanim
ve ornekler verilmistir.

2.1. Tanim

X # @ herhangi bir kiime ve I = [0,1] < R olsun.
ua:X — [0,1] fonksiyonu tarafindan karakterize
edilen A = {(x, ua(x)): x € X} c X x I kiimesine
X de bir fuzzy kiime denir. Burada u, ya A fuzzy
kiimesinin {iyelik fonksiyonu ve her x € X igin
Ua(x) €1 degerine de x in A ya ait olma derecesi
denir. X den I ya tanimlanan biitiin fonksiyonlarin
kiimesi 1% ile gosterilir ve her bir elemani bir
fuzzy kiimesidir (Zadeh, 1965).

Buradan itibaren yazim kolaylig1 agisindan 4 (x)
yerine A(x) gosterimi kullanilacaktir.

2.2. Tanim

X+0, A€el* ve ae€(0,1] olsun. [4], =
{x € X: A(x) = a} kimesine A nmn a seviye
kiimesi denir. Eger, X kiimesi {izerinde bir
topoloji varsa, B,B nin X deki topolojiye gore
kapanis1 olmak iizere

[A]o = {x € X: A(x) > 0} (3)

dir. Ayrica 0 < a < p <1 igin, [A]g € [A], dir
(Wong, 1974).

2.3. Tanim

Her ¢ € (0,1] ve x € X i¢in iiyelik fonksiyonu

(@ y=x
x(y) = { 0, diger durumda @

seklinde  tammmlanan  x,:X — [0,1]  fuzzy
kiimesine X de bir fuzzy nokta denir (Wong,
1974).

2.4. Tanim

X # @ bir kiime, A € IX ve x, bir fuzzy nokta
olsun. Vx € X igin a < A(x) ise, x, € A denir.
Bir fuzzy kiime, bu fuzzy kiimeye ait fuzzy
noktalarin  birlesimi  seklinde  yazilabilir,

dolayistyla A ya ait her fuzzy nokta aym1 zamanda
A nin fuzzy alt kiimesidir (Pao-Ming ve Ying-
Ming, 1980).

2.5. Tanim

*:[0,1] x [0,1] - [0,1] ikili islemi, Va,b,c,d €
[0,1] i¢in,
i) * degismeli ve birlesmeli,

i) * strekli,
ii)a*x1=a,
ivV) as<cveb<dikenaxb<cx*d

sartlarin1 sagliyorsa, * ikili islemine siirekli {iggen
norm (stirekli t-norm) denir (Schweizer ve Sklar,
1960).

2.6. Ornek

Va,b € [0,1] i¢in, a * b = min{a, b}, a x b = ab,
a * b = maks{a + b — 1,0} seklinde tanimlanan
ikili iglemler siirekli t-normdur.

2.7. Tanim

X # @ herhangi bir kiime, * islemi siirekli £-norm
M:X x X X (0,0) — (0,1] fonksiyonu; Vx,y, z €
Xves,t > 0igin,

FM-1) M(x,y,t) >0,

FM-2) M(x,y,t) =1 x =1y,

FM_3) M(X'Y; t) = M(Y; X, t),

FM-4) M(x,y,t) * M(y,z,5) < M(x,z,t +s),
FM-5) M (x,y,"):(0,00) — (0,1] siirekli
kosullarin1 saglarsa M ye fuzzy metrik, (X, M,*)

ticliisiine de fuzzy metrik uzay denir (George ve
Veeramani, 1994).

2.8. Ornek

X # @ herhangi bir kiime, f:X — R* bire bir
fonksiyon ve g:R* — [0,00) artan siirekli
fonksiyon olsun. a, f > 0 sabit sayilar ve a * b =
ab olmak tizere her x,y € X ve t > 0 igin,

(min{f (),.f () “+g(©) )ﬁ 5)

MGx.y,6) = ((maks{f(x),f(yn)“w(t)

seklinde tanimlanan M fonksiyonu, X iizerinde bir
fuzzy metriktir.

Eger, f =1 (birim fonksiyon) ve a=p=1
olarak alinirsa,
a) X = R* ve g = I olmasi halinde



Sola Erduran / GUFBED 10(3) (2020) 641-650

min{x,y}+t

M(x, Y, t) = maks{x,y}+t (6)
b) X = Nve g(t) = 0 olmasi halinde

_ min{x,y}
MGy, t) = maks{x,y} )

fuzzy metrikleri elde edilir (Gregori vd., 2011).
2.9. Ornek

(X,d) bir metrik uzay, her a,b € [0,1] i¢in a *
b = ab (veya a * b = min{a, b}) olmak tizere her
x,y € Xvet>0igin,

M(x,y,t) = t-l-d—ixy) 8)

seklinde tanimlanan M fonksiyonu, X iizerinde bir
fuzzy metriktir. Bu fuzzy metrige, d metriginden
indirgenen standart fuzzy metrik denir (George ve
Veeramani, 1994).

2.10. Tanim

(X, M,*) bir fuzzy metrik uzay, ® # Bc X vea €
X olsun.

M(a,B,t) = sup{M(a,b,t): b € B} 9)

ifadesine a nin t ye gore B kiimesine yakin olma
derecesi denir (\Veeramani, 2001).

2.11. Tanim

(X, M,*) bir fuzzy metrik uzay ve {x,} < X olsun.
Vvt >0 igin lim M(x,, x,t) =1 sart1 saglanirsa
n—-oo

{x,} dizisi x noktasina yakinsar denir ve
lim x, =x seklinde gosterilir (George ve
n—-oo

Veeramani,1994).
2.12. Tanim

(X, M,*) bir fuzzy metrik uzay ve {x,,} < X olsun.
i) Her  t>0 ve her peN igin,
lim M (xp4p, %n,t) = 1 ise {x,} dizisine G-

n—oo

Cauchy dizisi denir.

ii) X deki her G-Cauchy dizisi yakinsak
ise, (X, M,*) fuzzy metrik uzayma G-tamdir
denir (Grabiec, 1988).

2.13. Tanim

(X, M,*) bir fuzzy metrik uzay ve A c X olsun.

i) A igindeki yakinsak her dizinin limiti A da ise,
yani {x,} c Avex, - xikenx € A ise, Aya
X de kapalidir denir.
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ii) A icindeki her dizinin A da en az bir yakinsak
alt dizisi var ise, A kiimesine X de kompakt
denir (George ve Veeramani, 1994).

3. Hausdorff Fuzzy Metrik Uzaylar
3.1. Tanim

(X, M,x) bir fuzzy metrik uzay ve K(X), X in
bostan farkli kompakt alt kiimelerinin ailesini
gostermek iizere her 4,B € K(X) vet > 0 igin,

HM (A; BI t) =

min {égg M(a,B,t), z%relg M(A4,b,t) } (10)
ile tammlanan Hy: K(X) X K(X) x (0,00) —
[0,1] fonksiyonuna M  fuzzy metriginin
olusturdugu Hausdorff fuzzy metrik denir
(Rodriguez-Lopez ve Romaguera, 2004).

3.2. Tanim

(X, M,*) bir fuzzy metrik uzay olmak tlizere X
deki a seviye kiimeleri bostan farkli ve kompakt

olan fuzzy kiimelerin ailesini W, (X) ile
gosterelim. Yani,

W,(X) = {A € I*: [A], # @ ve kompakt}. (11)
A,B € W,(X) ve a € [0,1] igin,

My(x,B,t) = sup M(x,y,t) (12)

YE[Blg

seklinde tanimlanan M,, a nin artmayan bir
fonksiyonu ve

HMQ(A'B't) = HM([A]OU [B]out) (13)
seklinde tammlanan Hy, da W, (X) iizerinde M

fuzzy metriginin olusturdugu Hausdorff fuzzy
metriktir (Abbas vd., 2015).

3.3. Onerme

(X, M %) bir fuzzy metrik uzay, x,y € X ve A,B €

W, (X) olmak iizere asagidaki ifadeler saglanir:

a) Her x€X ve t>0 i¢in My(x,B,t) =
M(x, by, t) olacak sekilde en az bir (by), € B
vardir.

b) M,(x,A,t) =1ise, x, C Adir.

c) M(x,y.t) =M,(x,B,t) olacak sekildeki
(V) CB icin M,(x,C,t +5s) =
M, (x,B,t) * M, (y,,C,s) dir (Abbas vd.,
2015).
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3.4. Tanim

(X, M,*) bir fuzzy metrik uzay, Y < X herhangi
bir alt kime olmak iizere F:Y — W,(X)
fonksiyonuna Y tizerinde fuzzy fonksiyonu denir.
Her y €Y igin Fy:X — [0,1] iiyelik fonksiyonu
tarafindan karakterize edilen Fy kiimesi X de bir
fuzzy kimesidir. Fy(x), x € X in Fy fuzzy
kiimesine aitlik derecesi olup, Y iizerindeki F
fuzzy fonksiyonu, Y X X in bir fuzzy alt kiimesidir
(Abbas vd., 2015).

3.5. Tanim

X # @ herhangi bir kilme ve F, X {izerinde fuzzy
fonksiyonu olsun. x, c Fx, yani a(x) < Fx(x)
yadax € [Fx], ise, x, ya F fuzzy fonksiyonunun
sabit fuzzy noktasi denir. Burada x in Fx dekKi
sabitlik derecesi en az a dir. Eger, x; € Fx ise, x
noktasina F fuzzy fonksiyonunun sabit noktasi
denir (Estruch ve Vidal, 2001).

3.6. Tanim

(X, M%) fuzzy metrik uzay, F: X X X - W,(X)
bir fuzzy fonksiyonu ve g: X — X bir fonksiyon
olmak tizere

a) (gx)q C Fx, yani gx € [Fx], ise, x, yag ile
F nin ¢akisik sabit fuzzy noktasi denir. g ile F
nin tiim c¢akisik sabit fuzzy noktalarinin
kiimesi C, (g, F) ile gosterilir.

b) Eger x, = (gx), € Fx, yani x = gx € [Fx],
ise, x, ya g ile F nin ortak sabit fuzzy
noktasi denir (Ali ve Abbas, 2013).

1
¢ (M(xl, Xy, t)

=¢ sup M(xl,y, t)
VE[Fx1]q

¢<HM (FxO,Fxl,t) 1)
¢ M(xo,xl,t) ) lp(

1 _1)

<¢ (M(xo,xl.t)

<

<

1

M(xO' X1, t)

4. Sabit Fuzzy Nokta Teoremleri

Bu boliimde, uzakligi degistiren fonksiyonlar
vasitasiyla fuzzy fonksiyonlari i¢in sabit ve ortak
sabit nokta teoremleri verilmistir.

4.1. Onerme

X#@ ve g:X—X bir fonksiyon olsun. Bu
durumda g(E) =g(X) ve g:E — X bire bir
olacak sekilde bir E < X vardir (Haghi vd., 2011).

4.2. Teorem

(X,M,x) G-tam fuzzy metrik uzay, ¢ uzaklig
degistiren fonksiyon ve :[0,0) = [0, o),
Y(t) =0t =0 Ozelligini saglayan alt yari
stirekli bir fonksiyon olmak {izere her x,y € X ve
her t > 0 i¢in F: X —» W, (X) fuzzy fonksiyonu;

¢ (HMa(Fin.Fx,t) - 1) < ¢ (e~ 1)~
4 (M(x,ll,x,t) - 1) (14)

sartin1 saglasin. Bu durumda F nin sabit fuzzy
noktasi vardir.

ispat
Xo € X verilsin. [Fxg], # @ oldugundan x; €
[Fxol, olacak sekilde x; € X vardir. [Fx;], # @

ve kompakt oldugundan Onerme 3.3 den x, €
[Fxq], var, oyle ki

~1)

(15)

olup ¢ azalmayan oldugundan M (x4, x5, t) > M (xg, x4, t) bulunur.

Bu sekilde devam edilerek [Fx,],
1
1)=g

1
¢ <M(xn: Xn41,t)

YE[Fxnlq

sup M(x,,y,t) B
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# @ ve kompakt oldugundan Onerme 3.3 den x,,,; € [Fx,], var, yle ki
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IA

1
-1
qb<H1\,,M(Fxn_1,Fxn,t) )

e I R4 et}
<¢(m‘1

IA

(16)

olup ¢ azalmayan oldugundan M (x,, X 4+1,t) > M(xp_q, xn, t) bulunur.

O halde her n € N igin M(xp, Xp41,t) > M(xp_1,xpn, t) olup dolayisiyla (0,1] araliginda pozitif reel

sayilarin artan bir {M (x,_4, x,,, t)} dizisi elde edilmis olur. lim M (x,_4,x,,t) = §(t) diyelim ve §(t) =1
n—-oo

oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki §(t) < 1 olacak sekilde t > 0 var olsun. Yukaridaki esitsizlikte n —

oo iken limit alinirsa,

1 1 1 1
qﬁ(m—l)S¢(m—1)—¢(m—1)<¢(m—l) (17)
olur ki bu bir geligkidir. O halde lim M (x,,_1, x,, t) = 1 dir. Her p € N i¢in

n—oo
M(xru Xn+ps t) = M(xn, Xp11, /D) * M(Xny1, X2, t/P) * o M (Xp4p—1, Xn+p, t/P) (18)
ve boylece lim M(xn,xn+p, t) = 1 elde edilir. Bu da {x,,} dizisinin G-Cauchy dizisi olmasi demektir. X, G-
n—oo
tam fuzzy metrik uzay oldugundan lim x, = x olacak sekilde x € X vardir.

n—-oo

Simdi de x € [Fx], oldugunu gosterelim. (14) esitsizliginde x = x,,, y = x yazilirsa,

1 1 1
¢ (HMa(Fxn,Fx,t) B 1) =¢ (M(xn,x,t) B 1) —¥ (M(xn,x,t) - 1) (19)
olup n — oo iken limit alinirsa
lim Hy_ (Fx,, Fx,t) =1 (20)
n—-oo

bulunur. x, ;1 € [Fx,] oldugundan

lim sup M(xp.q1,y,t)=1 (21)

N0 yelFxlg
ve dolayisiyla lim M(x,, y,,t) = 1 olacak sekilde [Fx], da {y,} dizisi elde edilir. Her n € N igin
n—-oo

t

M(y,, x,t) = M (yn,xn,é) * M (xn,x, E) (22)

yazilir ve n — oo iken limit alinirsa lim M (y,, x,t) = 1 yani lim y,, = x bulunur. [Fx], kompakt ve vy, €
n—->oo n—-oco
[Fx]4 oldugundan x € [Fx], dir.

Sonug olarak x, noktasi F nin sabit fuzzy noktasidir.
4.3. Ornek

X =1{1,2,3} ved: X X X - R fonksiyonu; her x € X i¢in
d(x,x) =0,d(1,2) =9,d(1,3) = 12,d(2,3) = 15 olsun. Her a,b € [0,1] igin a * b = ab ve her x,y € X,

t > 0i¢in M(x,y,t) = olarak tanimlansin.

t
t+d(x,y)

a= % olmak tizere F: X — W, (X) fuzzy fonksiyonunu asagidaki sekilde verilsin:

646
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2/3, x=1 3/4, x=1 1/2, x=1
(F1)(x) =41/3, x=2 (F2)(x) =40, x=2 (F3)(x) =42/3, x=2 (23)
00 x=3 1/2, x=3 1/3, x=3.

[F1], = {x € X: (F1)(x) = a} = {1} olarak bulunur. Benzer sekilde [F2], = {1} ve [F3], = {2} elde
edilir. p(x) = x, P(x) = 3_x6 olmak iizere (14) esitsizliginin saglandigim gosterelim:

1. durum: x,y € {1,2} ise; Hy, (Fx, Fy,t) = Hy ({1}, {1}, t) = 1 olacagindan (14) saglanir.
2.durum: x =1,y = 3 ise;

HMa,(Fx: Fy; t) = HM([Fl]aﬁ [F3]0ut)

= min{ _inf MG F3l00, inf M(FUey.0 ) (24)
T t+9
olup,
1 9\ 9 35 12 1 1 1
¢ (HMa(Fx,Fy,t) B 1) =9 (?) 1 = 3t t 3t ¢ (M(x,y,t) N 1) —¥ (M(x,y,t) N 1) (25)

yani (14) saglanir.
3.durum: x = 2,y = 3 ise;

HMa(Fx! Fy! t) = HM([FZ]OU [F3]a,t)

= min {xel[rgg]a M(x, [F3],, t), yel[rfgg]a M([F2]q v, t) } (26)
t
t+9
olup,
1 —o(N=2175_15 55 I ) 1
¢ (HMa(Fx,Fy,t) B 1) =¢ (?) =tSTp T 127=¢ (M(x,y,t) 1) k4 (M(x,y,t) 1) (27)
yani (14) saglanir.

Boylece Teorem 4.2 nin tim kosullari saglanmis olur. Ayrica 1 € [F1], = {1} olup x = 1,F nin sabit
noktasidir.

4.4. Ornek

X =[0,1] olsun. Her x,y € X, t > 0 i¢in M(x,y,t) = t+|9:—y|

olarak tanimlansin. a € (0,1] olmak iizere F: X — W, (X) fuzzy fonksiyonunu;

ve her a,b € [0,1] i¢in a * b = min{a, b}

a, x=0
FO(x) = {a/3, 0<x<1/50 (28)
0, 1/50<x<1
ver # 0 igin,
a, 0<x<r/75
Fr(x) = {26!/3, r/75 <x <r/15 (29)
a/4, r/15<x <1
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seklinde verilsin. ¢, fonksiyonlar1 Ornek 4.3 deki gibi alinsin. Buna gore;
1.durum: x = y = 0 ise, Hy_(Fx,Fy,t) = Hy({0},{0},t) = 1 olacagindan (14) saglanir.
2.durum: x =0vey # 0 ise, [Fx], = {0} ve [Fy], = [0,y/75] olarak bulunur. Buradan,

HMa(Fx: Fy; t) = HM([FX]a, [F}’]a:t)

~t+y/75
olup,
1 _ y\_ Yy 35y 1 1
¢ (HMa(Fx,Fy,t) - 1) =¢ (7_51:) =75t S 36t ¢ (M(x,y,t) N 1) —¥ (M(x,y,t) N 1)' (31)

3.durum: x # 0 ve y # 0 ise, [Fx], = [0,x/75] ve [Fy]l, = [0,y/75] olarak bulunur. Oyleyse,

HMa(Fx: F)’: t) = HM([FX]OU [Fy]alt)

= Hy ([0,x/75],[0,y/75],t) (32)
75t
75t + |x — vl
olup,
1 _ lx=yl\ _ lx=yl _ 35lx=y| _ 1 1
¢ (HMa(Fx,Fy,t) - 1) = ¢ (sr) = e < Ty = ¢ (M(x,y,t) -1) -y (M(x,y,t) -1). (33)

Dolayisiyla, Teorem 4.2 nin tiim kosullar1 saglanmig olur. Ayrica 0 € [F0], = {0} olup x = 0, F nin sabit
noktasidir.

Teorem 4.3 {in bir uygulamasi olarak asagidaki teoremi verelim.
4.5. Teorem
(X, M%) G-tam fuzzy metrik uzay, ¢ uzaklig1 degistiren fonksiyon ve 1: [0,0) — [0,0), () =0 &t =

0 ozelligini saglayan alt yart siirekli bir fonksiyon ve Uyex[Fx]o € g(X) olmak iizere g: X —» X ve F: X —
W, (X) fuzzy fonksiyonu; her x,y € X ve her t > 0 i¢in

¢ (HMa(le,Fy,t) B 1) =9 (M (gxl,gy,t) B 1) —v (M(gxl.gy.t) B 1) (34)

sartin1 saglasin. Bu durumda g ile F nin ¢akigik sabit fuzzy noktasi vardir. Eger, en az bir x, € C, (g, F) i¢in
g?x = gx ise g ile F nin ortak sabit fuzzy noktas1 vardir.

ispat
Onerme 4.1 den g(E) = g(X) ve g: E — X bire bir olacak sekilde bir E c X vardir.
A:g(E) » W, (X), A(gx) = Fx (35)

seklinde tanimlanan A doniisiimii, g bire bir oldugundan iyi tanimlidir.

1 1
» <HMa (A(gx), Algy), t) 1> =¢ (HMa(Fx, Fy,t) 1)

<9 (M (gxl.gy.t) B 1) —¥ (M (gxl.gy.t) B 1) (36)
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elde edilir ki bu da A déniligtimiiniin , (14) esitsizligini ve Teorem 4.3 deki tiim sartlar1 sagladigini gosterir.
O halde A doniisiimii, Teorem 4.3 e uygulanirsa A, r € [A(r)], olacak sekilde r € g(E) sabit fuzzy
noktaya sahiptir. Uyex[Fx], € g(X) oldugundan (gr'), = r, olacak sekilde r' € X vardir. Dolayisiyla
(gr)q € xpA(gr') = Fr' yani gr' € [Fr'], dir. Oyleyse r', noktasi, F ile g nin ¢akigik sabit fuzzy

noktasidir. Yani C, (g, F) # @ dir.

Hipotezden, en az bir x,, € C,(g, F) icin g?x = gx olsun. g?x = gx € [Fx], oldugundan (gx), F ile g

nin ortak sabit fuzzy noktasidir.

5. Tartisma ve Sonuclar

Bu c¢alismada, Hausdorff fuzzy metrik uzaylarda
uzaklig1 degistiren fonksiyonlar yardimi ile sabit
ve ortak sabit fuzzy nokta teoremleri verilmistir.
Son yillarda yapilan pek ¢ok c¢alisma sayesinde bu
alanin O6nemi giderek artmakta ve uygulama
agisindan yeni imkanlar sunmaktadir. Burada elde
edilen sonuglar, daha sonra yapilacak olan farkl
biiziilme tipleri ve farkli kosullar altinda sabit
fuzzy nokta arastirmalari i¢in kullanilabilir.
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