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Bu c¢alismada, Banach uzaylarinda lineer sinirli operatorler igin s-sayi
fonksiyonlar1 {izerine bir arastrma yapilmistir. Birinci bdliimde, s-say1
fonksiyonlarmin gelisimi ve kullanldig1 yerler iizerine bilgi verilmistir. Ikinci
boliimde bazi temel kavramlar hatirlatilmistir. Ugiincii boliimde ise bazi énemli
s-say1 Ornekleri verilmistir. Ayrica, farkli operatorler igin s-sayilar1 arasindaki
bagntilara yer verilmistir. Boylece bir biitiin olarak Banach uzaylarinda s-
sayilarmin aksiyomatik teorisi sunulmustur.
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In this paper, a research on s-number functions for linear bounded operators in

Banach spaces is studied. In the first chapter, information on the development of s-
number functions and their usage is given. In the second part, some basic concepts
are reminded. In the third part, some important examples of s-numbers are given.
Also, the relations between s-numbers for different operators are given. Thus, the
axiomatic theory of s-numbers in Banach spaces as a whole is presented.

To Cite: Cona L., Alkan UK. Banach Uzaylarda s-Say: Fonksiyonlari. Osmaniye Korkut Ata Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisti Dergisi 2022; 5(1):449-471.

Giris

Yapilan literatiir taramasindan s-sayilar1 veya singiiler sayilar (singuldre zahlen) kavraminin ilk olarak

Schmidt’in non-selfadjoint integral operator teorisi alanindaki (Schmidt, 1907) c¢alismasinda yer

verildigi ve bu kavramin ilk olarak bu calismada kullanilmaya baslandig1 anlasilmaktadir. von

Neumann ve Schatten’in (Von Neumann ve Schatten, 1948) c¢alismalarinda bu kavrami Hilbert

uzaylarindaki lineer sinirh

operatorlerle iliskilendirdikleri goriilmektedir. Gohberg ve Krein’nin

(Gohberg ve Krein, 1971) kitabinda Hilbert uzayindaki operatorlerin s-sayilarinin mitkemmel teorisine

yer verilmistir. Incelenen calismalardan sonra, Banach uzaylarinda yer alan s-sayilarmin farkli
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tanimlarmin  oldugu goriilmektedir. Bu kapsamda yapilan ilk caligmalarm ise Kolmogorov
(Kolmogorov, 1936) ve Gelfand’a (Gelfand, 1938) ait oldugu tespit edilmistir.

Pietsch’in (Pietsch, 1963) calismasinda “yaklasim sayilar” tizerinde durdugu goériilmektedir. Ayrica
Pietsch s-sayilarmin Banach uzaylarindaki aksiyomatik teorisini ilk olarak (Pietsch, 1974)
makalesinde incelemistir, Pietsch (1980a) ile Pietsch (1987) kitaplarinda ise kapsamli ve sistematik
olarak ele almistir. Tarihsel siire¢ igerisinde konu hakkinda bir¢ok bilimsel ¢aligmanin yapildigi ve
dizilerin ve fonksiyonlarin Hilbert uzayinda bazi operatdrlerin s-sayilarinin hesaplanmasina kaynak
olusturdugu tespit edilmistir. Yapilan kapsamli literatiir taramasinda 6zellikle 1980°1i yillardan sonra
yapilan bilimsel ¢alismalarda Banach uzaylarindaki lineer sinirli operatorlerin s-sayilari, psevdo-s-
sayilari, quasi-S-sayilari, yaklagim sayilari, Gelfand sayilari, Kolmogorov sayilari, entropi sayilar vs.
ile 6zdegerleri arasindaki baglantinin arastirildigi gériilmiistiir (Weyl, 1946; Carl ve ark, 1985, 2007,
2009, 2010; Hincichs, 2005; Konig, 1978, 1980, 2001, 2008). Biitiin bu bilgiler degerlendirildiginde
Banach uzaylar da tamimli her bir operat6r i¢in; yaklasim sayilari, Gelfand sayilari, Kolmogorov
sayilar1 gibi bir s-say1 dizisi tanimlayabilmek miimkiindiir.

Siirekli gelisen literatiirde yapilan ¢alismalar, cok noktali diferensiyel operatdrler teorisi ve katihal
cisim fiziginde karsilasilan birgok probleminin ancak Hilbert veya Banach uzaylarinin direkt toplami
tizerinde kolayca ¢oziilebilecegini ortaya koymaktadir (Kocubei, 1979; Aksoy ve ark., 1997; Bandtlow
ve ark, 2015; Barramov ve ark., 2012). Bu baglamda alana katk: saglayabilecek Banach uzaylarinin
direkt toplami iizerinde tanimlanan direkt toplam operatdriiniin bazi s-say1 fonksiyonlari ile koordinat
operatorlerinin ayni tipteki s-say1 fonksiyonlar1 arasindaki bagmtilar iizerine aragtirmalar yapilmistir
(Ismailov ve ark., 2014; Ismailov ve ark., 2015). Ote yandan genis bir ¢alisma alani olan Lorentz

uzaylari i¢in de s-sayilar1 temel teskil etmekte olup giincel olarak ¢alisilmaktadir (Al, 2020).

Temel Kavramlar

Bu boliimde ¢alismanin daha iyi anlagilabilmesi igin ileriki kisimlarda gecen temel kavramlara yer
verilmistir.

Tammm 2.1 (Kreyszig, 1978) : X ve Y iki normlu lineer uzay olsun. S:D(S) € X —» Y olan her

doniisiime bir operator adi verilir. Bu durumda

D(S) = {x € X: Sx tanimh} c X
kiimesine S operatoriiniin tanim kiimesi,
R(S):=SD(S)={y=Sx: xeD(S)}cY
kiimesine ise S operatoriiniin deger kiimesi,
KerS ={x€X: Sx=0}cX

kiimesine de S operatdriiniin sifir kiimesi veya cekirdegi denir.
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Tamm 2.2 (Pietsch, 1974): X ve Y iki Banach uzay ve S:D(S) € X = Y bir operator olsun. S
operatoriiniin gérintii kiimesinin boyutuna S operatoriiniin boyutu denir ve rank(S) veya r(S) ile
gosterilir. Yani r(S) = rankS = dim(Im(S) ).
Tamm 2.3 (Lineer Operator, (Kreyszig, 1978) ): X ve Y aym bir F cismi tizerinde iki lineer uzay,
D(S), X de bir lineer alt uzay ve S:D(S) € X — Y bir operator olsun. Eger her x,y € D(S) ve her
a,f € Figin

S(ax + By) = aS(x) + BS(y)
ise, S operatoriine bir lineer operatdr denir.
Tamim 2.4 (Birim Operator, (Kreyszig, 1978) ): S:X — X operatorii verilsin. Her x € X igin
S(x) = x ise S operatoriine 6zdeslik veya birim operator adi verilir. I veya Iy seklinde gosterilir. (Bu
calismada aksi bir durum belirtilmedik¢e birim operator kisalik adina sadece [ ile gosterilecektir.)
Tamm 2.5 (Siirekli Operator, (Kreyszig, 1978) ): X ve Y iki normlu uzay, S: X — Y bir operator ve
Xo € X olsun. Eger her € > 0 i¢in ||x — x,|| < & kosulunu saglayan her x € X igin |[Sx — Sx,|| < &
olacak sekilde bir 6 = &(¢,xy) > 0 sayisi bulunabiliyor ise S operatoriine x, noktasinda siireklidir
denir. S operatdrii her x € X noktasinda siirekli ise S ye X de siirekli operator denir.
Tanim 2.6 (Stmirh Operator, (Kreyszig, 1978) ): X ve Y iki normlu uzay ve S:X — Y bir operator
olsun. Eger her x € X i¢in ||Sx|ly < M||x||x olacak sekilde sabit bir M > 0 sayisi1 varsa S operatoriine
sinirlt operator denir. X den Y ye tiim smirli lineer operatorlerin olusturdugu aile L(X,Y), 6zel olarak
X =Y ise buaile L(X) ile gosterilecektir.
Tamm 2.7 (Kompakt Operator, (Kreyszig, 1978) ): X ve Y iki Banach uzay1 ve S € L(X,Y) olsun.
Eger X deki her sinirhi kiimenin S altinda goriintiisiiniin kapanisi Y de kompakt ise S ye kompakt
operatér denir. Ayrica tiim kompakt operatorler kimesi S(X,Y) ={S € L(X,Y):S kompakttir}
seklinde gosterilecektir.
Teorem 2.1 (Rudin, 1953) : X ve Y iki Banach uzay1 ve S € S(X,Y) olsun. Bu takdirde S sinirhdir.
Yani S(X,Y) c L(X,Y).
Onerme 2.1 (Pietsch, 1987): Her kompakt operatdr bir Riesz operatoriidiir.
Tamm 2.8 (Diagonal Operator , (Lindenstrauss ve ark; 1977)): X ve Y iki Banach uzay ve S: X - Y

lineer sinirl bir doniisiim olsun. (x;), i = 1, (yj), j =1 sirastyla X ve Y Banach uzaylarinda birer
sartsiz baz olsunlar. Eger S(x;) = X724 Sijai,]- yi,i1=12,..1se S:X > Y operatoriine diagonal

operator adi verilir.

Lot=T i,

Burada (ai_]-);:lbir say1 matrisi ve 6{ kroniker delta olup 6{' = {0, i %

Teorem 2.2 (Adjoint Operator, (Rynne ve ark; 2008)): H ve K kompleks Hilbert uzaylar1 ve
S € L(H,K)olsun. Her x € H ve hery € K igin

(Sx,y)k = (X, S™Y)n
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olacak sekilde birtek S* € L(K,H) operatorii mevcuttur.
Bu S* operatoriine S operatoriiniin adjoint operatdrii ad1 verilir.

Tanim 2.9 (Selfadjoint Operator, (Rynne ve ark; 2008)): H kompleks Hilbert uzay1 ve S € L(H)

olsun. Eger
§*=S
ise bu takdirde S operatoriine selfadjoint (6zeslenik) operator denir.

Tanmim 2.10 (Normal Operator, (Rynne ve ark; 2008)): H kompleks Hilbert uzay1 ve S € L(H)

olsun. Eger
§§* =SS
ise bu takdirde S operatoriine normal operator denir.

Tanmim 2.11 (Pozitif Operator, (Narici, 1972): H bir Hilbert uzay1 ve S:D(S) € H — H bir lineer
selfadjoint operator olsun. Eger her x € D(S) i¢in (Sx,x)y = 0 ise S operatoriine pozitif operator

denir ve S > 0 sembolii ile gosterilir. Eger S pozitif operatdrii igin T? = S olacak sekilde bir T pozitif

1
lineer operatdrii varsa, T operatoriine S nin karekokii denir ve T = +/S veya T = S2 seklinde gosterilir.

s-Sayilarn

Tamm 3.1 (Gohberg ve ark., 1971): H bir Hilbert uzay1 ve A, H Hilbert uzayinda bir lineer

1
kompakt operatér olsun, yani A € S, (H). S:= (A"A)z € S(H) operatoriiniin 6zdegerlerine A

operatoriiniin s-sayilar1 veya bazen singiiler sayilar1 denir.

Bir kompakt operatoriiniin s-sayilarini monoton azalan sekilde ve tekrarlanma derecesi dikkate

alinarak asagidaki sekilde numaralandirilabilir. Yani
s, (A) =4,(8), n=12,..,7(),
r(S) = dim(Im(S)) ,
eger r(S) < oo ise
s;(A)=0, n=rS)+1, r(S)+2,..
kabul edilecektir.
Not:
(1) Eger A:H — H, A € S(H) bir normal operator ise,

sp(4) = 11, (4)| , n=12,..
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(2) Her skaler c sabiti i¢in

sp(cA) =|cls,(A) , n=12,..
@)

sp(A) = s,(4%) , n=1.2,..
(4) Her B € L(H) igin

s,(BA) < ||IBlls,(4) , n=12,..

sn(AB) < ||Bll sp(4) , n=12,..

Her ne kadar singiiler sayilar bir H Hilbert uzayindaki lineer kompakt operator i¢in tanimlanmis ise de

bir H Hilbert uzayinda tanimlanan lineer sinirh operatorler igin de singiiler sayilar (s-sayilar) kavrami

verilebilir (bak. [20]: s,(4) = 2,(VA*4), n=12,.. ).

Matematikgilerin tizerinde uzun siire caligtiklar1 sorulardan biri Banach uzayinda s-sayilarinin
tanimimin nasil verilecegi olmustur. Ayrica burada onemli bir nokta bu tanimin nasil verilmesi
gerektiginin yani sira Banach uzaylarinda verilecek olan tanimin Hilbert uzaylarinda bilinen s-sayilari
kavrami ile de ortiismek zorunda olmasiydi. Bu tanim ¢ok farkli sekillerde verilebilirdi. Fakat yeni
verilecek tanim, genellesme disinda Banach uzaylarindaki operatorlerin spektral teorisine de yeni
faydalar ve kolayliklar katmak zorundaydi. Bu baglamda, varsayimlar arasindan en iyi tanimin
secilmesindeki en biiyiik etken Mitiagin ve Pelczynski’nin 1966 yilinda matematikgilerin uluslararasi

kongresindeki sunumu oldu (Mitiagin, 1966).

Simdi son donemlerdeki ¢alismalarda da sik¢a kullanilan Pietsch’in (Pietsch, 1980a) ve (Pietsch,

1987) kitaplarinda aksiyomatik olarak tanimladigi Banach uzayindaki s-say1 tanimi verilsin.

Tamm 3.2. Bir Banach uzaydan diger bir Banach uzayina lineer sinirli operatorlerin L uzayindan
negatif olmayan say1 dizilerinin kiimesine tanimlanan

s:L - {s,(8): s,(§) =0, n>11},

doniigiimii

SeLicin ||S|| =s5.(5)=5,(8)=--=>0

S, TEeLigin s,(S+T)<s,S)+|TI

T € L(Ey,E) , S€L(E,F), R € L(F,Fy) icin s,(RST) < |IRlIsn(SITII
Eger rank(S) <n ise s,(5) =0

Eger dim(E) = n ise s,(Ig) =1

o > w0 DN e

sartlarini sagliyorsa, bu doniisiime “s-sayis1 fonksiyonu” veya “s-fonksiyonu” denir.
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Burada s, (S) sayisina S operatoriiniin n. s-sayisi ad1 verilir.
Teorem 3.2 (Pietsch, 1974) : S,T € L(E,F) igin

52.(S) = sn (DI < IS =TIl
oldugundan s-sayilar siirekli fonksiyonlardir.
Ispat: s-sayilarinin 2. 6zelliginden
sn(8) =sp(S+T =T) < sp(T) + IS =Tl = 5,(S) = sp(T) < IS =TIl 1)
sn(T) =sp(T+S=5) < 5,(S) + IS =Tl = 5,(T) = 5,(S) < IS =TIl )
olup (1) ve (2) den |s,,(S) — s, (T)| < ||S — T|| dir.
Teorem 3.3 (Pietsch, 1974): Eger s,(S) = 0 ise bu takdirde dim(S) < n dir.
Ispat: T € L(E,E;),S € L(Ey,F),R € L(F,E) igin 3. dzellikten

sn(RST) < [[Rllsn (ST
olup s,(RST) = 0 dir. Ayrica s,(RST) = s,,(Ig) olup s,(Ig) = 0 olacagindan (s-say1 taniminda 5.
ozellikte p = q = q' = p’ 6nermesi goz Oniine alinirsa ) rank(lg) < n dir. O halde dim(RST) <n
dir.
[leride baz1 6nemli teoremlerin ispat1 i¢in asagidaki lemmalar kullamlacaktir.
Lemma 3.1 (Lindenstrauss, 1949) : M, E" nin sonlu boyutlu bir alt uzay1 olsun. Eger & > 0 ise bu
taktirde Jg ,E" icine tanimli E nin kanonikal déniisiimii olmak iizere her x € E n Jz1(M) icin

IR <1+¢& ve Rjgx =x
olacak sekilde R € L(M,E) vardur.
Lemma 3.2 (Kato, 1966) : M ve N , dim(M) > dim(N) olacak sekilde E nin alt uzaylari olsun. E
Banach uzaymin bir boliim uzay1 E/N ve QE, E den E/N nin icine bir kanonikal doniisiim olmak
uizere

Q% x| = llxll = 1,

olacak sekilde x € M vardir.
Lemma 3.3 (Kadec ve ark., 1971) : M ,dim(M) = n olmak iizere, E nin bir alt uzayi olsun. Bu
takdirde bir P € L(E, E) projeksiyonu vardir 6yle ki,

M =P(E)ve|lP|| <+n.

Bazi s-Say1 Ornekleri
Tamm 3.1.1 (Pietsch, 1980a): Her S € L(E, F) operatorleri i¢in yaklagim sayilari

a,(S) =inf{||S—Al||:A € L(E,F), rank(A) < n},
olarak tanimlanir.
Teorem 3.1.1 (Pietsch, 1974):
app : S = (an(5))
doniisiimii bir s-say1 fonksiyonudur.
Ispat: s-sayilariin (3) ve (4). dzellikleri asikar olup diger sartlarin saglandig1 gdsterilsin.

(1) S € L(E, F) olsun
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a,(S) = inf{l|S— Al : A € L(E,F),rank(4) < 1} = ||S]|
a,(S) =inf{||S— Al : A € L(E,F),rank(A) < 2}
= inf{lISIl, inf{llS — All : A € L(E, F),rank(4) = 1}}
=inf{l||S — Al|l: A c L(E,F),rank(A) = 1}
< ay(5)
dir. Benzer sekilde devam edilirse;
IIS]] = a;(S) = a,(S) = as(S)..=0
oldugu goriiliir.
(2) S,T € L(E,F) olsun. Su halde,
a,(S+T)=inf{llS+T—-A|l:A€L(E,F), rank(A) <n}
<inf{l|lS—Al|l:A€L(EF), rank(A) <n}
+inf{||IT|| : A € L(E,F) , rank(A) < n}
= a,(S) + ITIl
elde edilir.
(5) a,(Ir) < 1 oldugu kabul edilsin. Bu takdirde yaklasim sayilarinin tanimindan ||Iz — Al <
1 ve rank(A) < n olacak sekilde A € L(E,E) vardir. Sonug olarak, A = I — (I — A) oldugundan
Neumann serisi vasitasiyla A terslenebilir. rank(A) = n oldugu biliniyor. Bu ise bir ¢eliskidir. O
halde kabul yanlis olup s-sayilarinin 5. sart1 saglanir.
Teorem 3.1.2 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : Yaklasim sayilar1 en genis s-sayilaridir.
Ispat: S € L(E,F) olsun. Bu takdirde her bir s-sayis1 fonksiyonu ve rank(A) < n ile verilen A €
L(E,F) i¢in
Sp(8) =5,(S§+A—-A)
< sp(A) + IS - All
= |ls —All
olup s-sayilarinin 4. 6zelliginden s, (A) = 0 dir. Boylece,
sn(S) < IS —All
dir. Yukandaki esitsizlikte her iki tarafin infimumu alinirsa sag taraf yaklasim sayisimi verir.
Dolayistyla her S € L i¢in
52(5) < an(S)
olur.
Tamm 3.1.2 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : Her S € L(E, F) operatorii igin
cn(S) = inf{||SJ%||: codim(M) < n},
olarak tanimlanan s-say1 fonksiyonuna Gelfand sayis1 adi verilir. Bu tanim
cn(S) = inf{|Slly: M c E,codim(M) < n},
olarak da ifade edilebilir (Carl, 2009).
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Teorem 3.1.3:
gel: S = ¢, (S)
bir s-say1 fonksiyonudur.
Ispat:
(1) S e L(E,F) igin
¢1(8) = inf{llSllm: M < E, codim(M) < 1} = ||S||
2 (8) = inf{l|S||y: M € E, codim(M) < 2}
= inf{IISII,inf{IISIIM:M c E,codim(M) = 1}}
= inf{||S|ly: M € E, codim(M) = 1}
olup buradan
ISIl = c1(S) = c2(5)
bulunur. Benzer sekilde devam edilirse
ISIl = ¢1($) = c2(8) 2 c3(S) = -+ =0
oldugu kolayca goriiliir.
(2) S,T € L(E,F) igin
cn(S+T) =inf{||S +Tl|ly: M c E,codim(M) < n}
< inf{lISllyy + ITlly: M € E, codim(M) < n}
< inf{l|Slly: M c E, codim(M) < n}
+inf{||T||y: M c E,codim(M) < n}
< cp(S) +inf{lIT||: M c E, codim(M) < n}
= a(5) + 7|
elde edilir.
() T € L(Ey,E),S € L(E,F) ,R € L(F, F,) i¢in
cn(RST) = inf{||RST||p;: M c E, codim(M) < n}
< inf{llRIln ISIn|IT1l3g: M € E, codim(M) < n}
< inf{lIRIINISIIx|ITIl: M c E, codim(M) < n}
= IRllcn (HITII
bulunur.
(4) rank(S) < n olsun. Bu durumda,
cn(S) = inf{lISlly: M c E, codim(M) < n}

olup
cn(S)=0
dir.
(5) dim(E) = n olsun.
cnIg) = inf{|lIglly: M € E,codim(M) < n} =1
oldugu agiktir.
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Tamm 3.1.3 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a): Her S € L(E, F) operatdrii i¢in Bernstein sayilart
un(S) = sup{j(SJgy) : dim(M) = n},

olarak tanimlanir.

[I¥ &2

Tamim 3.1.3” de gecen “j” injektivlik modiilii olup injektiv s-sayilar1 kisminda tanimi ifade edilmistir.
Uyari: Yukaridaki tanimda dim(M) = n olan tiim M alt uzaylarinin tizerinden supremum almak
yeterlidir.
Tamm 3.1.4 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : Her S € L(E, F) operatori igin Kolmogorov sayilari

dn(S) = inf{||QES| : dim(N) < n},
olarak tanimlanir.
Tamm 3.1.5 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : Her S € L(E, F) operatorii i¢in Mitiagin sayilari

vn(S) = sup{q(QxS) : codim(N) = n},
olarak tanimlanur.
Tanim 3.1.5 de gecen “q” surjektivlik modiilii olup surjektiv s-sayilari kisminda tanimi verilmistir.
Tanmm 3.1.6 (Bauhardt, 1977): Her S € L(E, F) operatori i¢in Hilbert sayilar1 A € L(I,,E) ve
B € L(F,1,) olmak iizere
h,,(S): = sup{a,,(BSA): ||A: 1, » E|| < 1,||B: F = L,|| < 1},

olarak tanimlanir.
Teorem 3.1.4 (Pietsch, 2007): Hilbert sayilari en kiigiik s-sayilaridir.
Ispat: Her S € L(E, F) i¢in A € L(l,,E) ve B € L(F,l,) olmak iizere

an(BSA) = sp(BSA) < |[Bllsp (Al
dir. Boylece her S € L igin

hn (8) < 5,(8)
oldugu goriiliir.
Not: Su halde her S € L(E, F) i¢in Teorem 3.1.2 ve Teorem 3.1.4 den
hn () < 5,(S) < an(S)
oldugu agiktir.
Tamm 3.1.7 (Pietsch, 2007): s = (s,,) bir s-say1 dizisi olsun. Bir S € L(E, F) operatorii ve [, klasik
Hilbert dizi uzay1 olmak iizere n. s-Weyl sayilar1
sn(S, o) = sup{sp(SA) : llA:l, - Ell <1},
olarak tanimlanir. Bunlar bir s-say1 dizisi formundadir. Bu durumda s = a = (a,,) yaklasim sayilari
alinacak olursa Pietsch (Pietsch, 1980a) calismasinda ifade ettigi meshur Weyl sayilar
xn(S) = an(S,12)
elde edilir. Yani Weyl sayilari acik olarak ifade edilecek olursa;
xn(S) = sup{a,(SA): llA:l; - Ell <1},

dir. A¢ik bir sekilde onlar en genis S-Weyl sayilaridir. Dahasi, bir s-Weyl say1 dizisi i¢in asagida
verilen mixing ¢arpimsalltk mevceuttur, S € L(E,E,) ve T € L(Ey, F) igin
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Snam—1(TS, 12) < sp(T, 1) %, (S)
dir. Gergekten;
Sn+m-1(TS, o) = sup{sp4m-1(TSA): |A: 1, - E|| < 1}

< sup{sp(T) 5, (SA): ||A: 1, - E|| < 1}

= sup{sp(TB):||B:l; — Eoll < 1}

.sup{s, (SA): ||A:l, - E|| < 1}

= Sn(T' lz)xm(S)
dir. Aslinda, eger A € L(l,,E) ise bu takdirde, mixing ¢arpimsalliktan onceki esitsizlik s-Weyl
Sayilarinin tanimi kullanilarak;

sn+m—1(TSA) = Sn+m—1(TSA' l2) = Sn(T: lz) am(SA)
olarak hesaplanabilir.
Sonug olarak, (s,) = (h,) olmasi halinde Hilbert sayilarinin mixing ¢arpimsalligr S € L(E, E,) Ve
T € L(E,, F) igin
hn+m—1(TS) = hn+m—1(TS: ;) < hp (T, 13) %, (S) = hn(T) X (S)
olarak elde edilir. Yani,
hnim-1(TS) < hn(T) %1 (S) .
Tamm 3.1. 8 (Pietsch, 2007): s = (s,,) bir s-say1 dizisi olsun. Bir S € L(E, F) operatorii ve [, klasik
Hilbert dizi uzay1 olmak tlizere n. Chang sayilari
Yn(S) = sup{s,(BS) : [IB:F - LIl <1},

olarak tanimlanir.
Weyl sayilar1 ve Chang sayilar1 hakkinda ayrintili bilgi i¢in (Pietsch, 1980a; Pietsch, 2007) bakilabilir.
Weyl ve Chang Hilbert uzaylarda ¢alismalarini yiiritmiis olmalarina ragmen ileriki tim gelismelerin
yolunu agmiglardir.
Not: Chang ve Weyl sayilarinin tanimlarima bakilacak olursa Hilbert sayilarinin tamiminin ikiye

boliinmiis oldugu goriilir.

Tzomorfizm Sayilar:
Tammm 3.2.1 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : S € L(E,F) operatorii i¢in izomorfizm sayilar
asagidaki gibi tammlanir. Eger rank(S) < n ise bu takdirde bir G Banach uzay1 vardir 6yle ki
X € L(G,E) ve B € L(F, G) operatorleri i¢in

I¢ = BSX vedim(G) =n
dir. Bu durumda biitiin ihtimaller iizerinden supremum alinirsa izomorfizm sayilari

in(S) = sup{lIBI~*IXII7'},
olarak tanimlanur.
Teorem 3.2.1 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) :

iso: S - (i,(S))
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doniisiimii bir s-say1 fonksiyonudur.
Ispat: s-sayilarmin diger dzellikleri agikar oldugundan sadece 2. 6zellik ispatlanacaktir. i,,(S + T) >
IIT|| oldugu kabul edilsin. Eger 0 < € < i,(S + T) — ||T|| ise bu takdirde X € L(G,E) ve B € L(F,G)
gibi bir Banach uzay vardir 6yle ki
I =B +T)X,dim(G)=n
ve
IBITHIXIT 2 6, (S +T) — e > |ITII.
IBTX]|| < 1 oldugundan BSX operatorii
BSX = B(S+T)X — BTX = I, — BTX
terslenebilirdir. I; = (I; — BTX)"*BSX ve ||(I; — BTX)™!|| < (1 — [|IBTX||)~* oldugundan
in(S) = lUg — BTX)'BIHIXII~*

> (1 - IBTXIDIBI XN

= [IBITHIXI~ = NI

> i, (S+T)—e—|IT|l
oldugu goriiliir. Sonug olarak,

W(S+T)<ip(S)+IT| +¢
bulunur.
Teorem 3.2.2 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : izomorfizm sayilar1 en kiigiik s-sayilaridir.
Ispat: I; = BSX ve dim(G) = n olacak sekilde S € L(E,F),X € L(G,E) olsun. Bu takdirde her bir s-
sayis1 fonksiyonu i¢in S-sayilarinin 6zellikleri kullanilirsa
1 =s,g) < IBllsp (OIIXI]
yazilabilir. Boylece her S € L icin
in(S) < 5,(S)

dir.

Injektiv s-Sayilar
Tamm 3.3.1 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : Bir s-say1 fonksiyonu eger M, F nin bir alt uzay1 olmak
tizere her S € L(E, M) i¢in
snUirS) = 5n(S)

sartin1 sagliyorsa injektiv s-sayis1 adim alir. Burada Jf , M den F nin i¢ine gémme doniisiimiidiir.
Bagka bir ifadeyle s, (S) , s-say1 fonksiyonunun injektivligi, S nin tanim kiimesinin tiimleyeni lizerine
bagl degildir.
Teorem 3.3.1 (Pietsch, 1974): Gelfand sayilar1 bir injektive s-say1 fonksiyonudur.
Ispat: Her S € L(E, F) igin

cnU5S) = inf{|[J5SIE||: Z € E, codim(Z) < n}
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= inf(UEIISIEN: 2 < E,codim(z) <)
= /G llinf{||SIE||: Z < E, codim(Z) < n}
= |llen(s)
= cn(S)
dir.
Not: Eger bir keyfi E Banach uzaymin bir M alt uzayindan F nin i¢ine tanimli her Sy déniisiimii i¢in

S]] = ISo|l olacak sekilde E den F nin igine bir S genislemesi varsa F Banach uzayina genisleme

Ozelligine sahiptir denir.

M So F

Teorem 3.3.2 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : Eger F genisleme 6zelligine sahip ise bu taktirde her
S € L(E,F) igin
cn(S) = an(9)
dir.
Ispat: S € L(E,F) olsun. Kistm 3.1’ deki Teorem 3.1.2° den biliniyor ki, a,(S) en genis s-say1
fonksiyonudur. O halde
cn(5) < an(S) 1)
dir. Eger € > 0 i¢in codim(M) < n olacak sekilde E nin bir M alt uzay: segilirse
||S]1€,|| <c,(8+¢
olur. Bu takdirde Sj% nin [Tl = ||SJ%|| olacak sekilde bir T € L(E, F) genislemesi vardir. A=S — T
olarak alinsin. Dolayisiyla her x € M i¢in Ax = 0 oldugundan rank(4) < n dir. Boylece,
an($) < IS = All = ITll = [|S7]| < ca(S) + &
olup
an(S) < cn(S) )

dir. Su halde (1) ve (2) den
cn(S) = an(9)
elde edilir.
Not: Her F Banach uzay1 bir F® genisleme 6zelligine sahip bir Banach uzayin alt uzayidir. Ji° , F den
F® igine gomme doniisiimii olarak tanimlanir.

Teorem 3.3.3 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : S € L(E, F) olsun. Bu takdirde,
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cn(8) = an(UF’$) .

Ispat: Gelfand sayilarinin injektivliginden ve Teorem 3.3.2° den
cn(8) = cnUF’S) = an(F’S)
oldugu goriiliir.
Teorem 3.3.4 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : Gelfand sayilari en genis injektiv s-sayilaridir.
Ispat: S € L(E, F) olsun. Bu takdirde her bir injektive s-say1 fonksiyonu icin
sn(8) = spUF'S) < an(FS) = cn(S)
esitsizligi yazilabilir. S € L(E, F) olsun. Bu taktirde injektivligin modiilii
J(S) = sup{e = 0: |ISXI| = ollXI[}
olarak tanimlanur.
Lemma 3.3.1 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : S, T € L(E, F) olsun. Bu taktirde
JES+T) <j(S)+IITIl.

Lemma 3.3.2 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : T € L(E,F) ve S € L(F, G) olsun. Bu takdirde

JST) < ISl (T) .
Dahasi, eger T lizerine ise

JST) < jOIITII.

Teorem 3.3.5 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) :

bern:S — (un(S))
bir injektive s-say1 fonksiyonudur.
Ispat: s-sayilarinin diger kosullar1 asikar oldugundan sadece 3. dzelligi gdstermek yeterlidir. Bunun
icinT € L(Ey,E),S € L(E,F),R € L(F, Fy) olmak {izere

Un(RST) < [IR[lun(HIITI]

oldugu gosterilsin. 0 < € < u,(RST) olsun. Su halde E, in dim(M,) = n olacak sekilde bir M, alt

uzay1 vardir dyle ki
. E
u, (RST) — & < j(RST/;? )
dir. M = T(M,) igine bir doniisiim ve Ty da T nin M, a kisitlamasi olsun. Bu takdirde
RST)\2 = RSJ§Ty ve IIToll < IITIl
dir. Lemma 3.3.2’den
0 < u,(RST) — & < j(RSJET,) < ||RSJETo|li(To)
olup
Jj(To) >0
dir. Boylece T, bire bir ve dim(M) = n oldugu elde edilir. Sonug olarak T, iizerine oldugundan

Lemma 3.3.2°den
Un (RST) — & < j(RSTJ§To) < IRIF(STEDIToll < IR llwr (T

saglanir.
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Teorem 3.3.6 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : Bernstein sayilart en kii¢iik injektiv s-sayilaridir.
Ispat: S € L(E,F) olsun. Her bir injektiv s-say1 fonksiyonu igin dim(M) = n iken j(SJE) < s,(S)
saglandig1 gosterilsin.
Su halde j(SJ%) > 0 oldugu kabul edilsin. M, := S(M) olsun. Bu takdirde M, m igine bir doniisiim
oldugu g6z Oniine alinirsa S nin M ye kisitlanisi S, terslenebilir ve
155l = j¢srin
dir. Su halde,
1= 5p(Iny) < 5p(So)||So|

= a5, o)l

< sn(SI IS5l

< sn()j(SIi)™!
olup

(S/) < $n(S)
elde edilir. Buise her S € L i¢in

Un(S) < sn(S)

oldugunu ispat eder.

Surjektiv s-Sayilar
Tamm 3.4.1 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : E Banach uzayinin bir béliim uzayr E/N olsun. Bir s-
say1 fonksiyonu her S € L(E/N , F) igin eger

Sn(SQN) = su(S)
sartin1 sagliyorsa surjektiv adin1 alir. Burada Q£ , E den E /N nin igine bir kanonikal déniisiimdiir.
Bagka bir ifadeyle surjektivligin anlami s, (S) S-sayilar1 S nin tanim kiimesi tizerinden bagimsizdir.
Teorem 3.4.1 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) :

kol : S - d,(S)
bir surjektiv s-say1 fonksiyonudur.

ispat: Kolmogorov sayilari surjektiv s-sayilaridir. Gergekten,
dn(SQR) = inf{[| QS Q|| : dim(M) < n}
< inf{[|QxS|[| Q& || - dim(M) <n}
< inf{||QfS|| : dim(M) < n}
= dn(S)

elde edilir.
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Not: Eger E Banach uzayindan keyfi F Banach uzaymnm bir F/N béliim uzayi i¢ine tanimli her S,
doniisiimii ve € > 0 i¢in E den F ye ||S|| < (He)||Sy|| olacak sekilde bir S operatorii varsa E Banach

uzayina baglantilik 6zelligine sahiptir denir.

E So F/IN

Teorem 3.4.2 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : Eger E baglantilik 6zelligini sagliyorsa her S €
L(E,F) igin

dn(S) = an(S).
Ispat: S € L(E, F) olsun. a,,(S) en genis s-say1 fonksiyonu oldugundan
dn(S) < an(S) @)
dir. Eger € > 0 i¢in F nin dim(N) < n olacak sekilde bir N alt uzay: segilirse Kolmogorov sayilarinin
tanimindan

%S| < dn(S) + ¢
esitsizligi yazilir. Bu taktirde E baglantilik 6zelligine sahip oldugundan QS in IT|l < (1 + ¢) ||QES||
olacak seklinde bir T € L(E, F) operatorii ile baglantis1 vardir. A := S — T olarak alinsin. Dolayisi ile
her x € E igin Ax € N oldugundan rank(A) < N dir. Boylece
an(S) < IS - Al =TIl < (1 + &)(dn(S) + &)

olup
an(S) < dy(S) )
dir. Su halde (1) ve (2)’ den ispat tamamlanir.
Her E Banach uzay1 baglantililik 6zelligine sahip bir E* Banach uzayimin bir boliim uzayidir. E* de E

nin {izerine tanimli bu kanonikal doniisiim Q& olarak tanimlanur.

Teorem 3.4.3 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : S € L(E, F) olsun. Bu takdirde,
dn(S) = an(SQ%) .
Ispat: Kolmogorov sayilarmin surjektifliginden ve Teorem 3.4.2°den
d,(S) = dn(SQé) = an(SQl},')
oldugu goriiliir.
Teorem 3.4.4 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : Kolmogorov sayilari en genis surjektif s-sayilaridir.
Ispat: S € L(E, F) olsun. Bu takdirde her bir surjektif s-say1 fonksiyonu igin
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Sn(S) = Sn(SQ)%) = an(SQl}“) = dn(s) .
S € L(E, F) olsun. Bu takdirde surjektivligin modiilii,
q(S) = sup{e 2 0: S(Ur) > QUr}
olarak tanimlidir.
Lemma 3.4.1 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : S,T € L(E, F) olsun. Bu takdirde,
qS+T1T) < q(S)+ITI.
Ispat: q(S+ T) > ||T|| oldugu kabul edilsin. Eger 0 < e < q(S+T) —||T|| ise 0:==q(S+T) —¢
alinabilir. y € U olsun. Su halde,
Sz +Tx1 = (@ = Ty ve Il ]l < =10

sz + TXZ = Txl ve ”lel < M
ITXnl

Sxn+1 + Txpir = Txp Ve [[xp4q|l <

dir. Bu taktirde n = 1,2, ... i¢in

-1
I ”<<|IT||>n o—|ITll
T\ e

dir. ||T|| < o den

olarak tanimlamak miimkiin ve
Sx=(e—IITIDy ve llxll <1
dir. Buise S(Ug) 2 (e — |IT||)Ur oldugunu ispatlar. Sonug olarak,
q8) ze—IITI=qES+T) - Tl -«

Lemma 3.4.2 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : T € L(E,F) ve S € L(F, G) olsun. Bu takdirde,
q(ST) < qg(SIITII

dir. Ayrica eger S bire bir ise
q(ST) < |ISllq(T).

Teorem 3.4.5 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) :
mit : S - v,(S5)
doniisiimii bir surjektif s-say1 fonksiyonudur.
Ispat: Yalmzca S, T € L(E, F) igin v,(S + T) < v,,(S) + ||IT|| oldugunu gosterilsin. € > 0 olsun. F nin
codim(N) = n olacak sekilde bir N alt uzay1 vardir dyle ki

q (Q}G(s + T)) >, (S+T)—¢
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dir. Lemma 3.4.1 kullanilirsa
v (S+T) < q(QFGS+T))+e

< q(QFS) +[|QRT [ + &
<v(S)+IITI +¢
elde edilir.
Teorem 3.4.6 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : Mitiagin sayilar1 en kiigiik surjektif s-sayilaridir.

Injektiv ve Surjektiv s-Sayilari
s = (sp) bir injektiv ve surjektiv s-say1 dizisi olsun. Yukaridaki sonuglardan, asagidaki mixing
carpimsalligin saglandigi agik¢a gorilir. T € L(Ey, E),S € L(E,F) ve R € L(F, Fp) igin
Sn+m+1-2(RST) < cn(R)sm (S)dy(T).
Gergekten;
Sntm+i-2(RST) = Spymyi-1-1(RST)
< Sptm-1(RS) s1-141-1(UT)
< cn(R). 5 (S) so() di(T)
= cn(R)sp($)dy(T).
Tamm 3.5.1 (Carl, 2009): Bir S € L(X,Y) operatoriiniin simetrik yaklasim say1lari
tn(S) = ay(J0SQ1), nEN
olarak tanimlanur.
Teorem 3.5.1 (Pietsch, 1980a): Simetrik yaklasim sayilar1 en genis surjektiv ve injektiv s-sayi
dizisidir.
Not: Aslinda, x, (S) injektif, y,,(S) ise surjektiftir (Pietsch, 2007).

Dual s-Sayilart
Tammim 3.6.1 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : Her s-sayisi fonksiyonun S € L igin dual s-sayisi
fonksiyonu s?
sz (8): = sn(S")
seklinde tanimlanir.
Teorem 3.6.1 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : S € L olsun bu takirde
a,(8) = a, (8.
Uyari: C.V. Hutton yerel(lokal) refleksiflik ilkesini kullanarak her S kompakt operatorii igin
an(S) = an(S")

ispatlamistir. Diger yandan C.V. Hutton tarafindan I:1l; = ¢, O6zdeslik doniisiimiiniin ve dualinin

yaklasim sayilari n = 2,3, ... i¢in tam olarak

an(D) =1veay(I') =
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hesaplanmustir.
Teorem 3.6.2 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : S € L olsun bu taktirde
cn(S) = dn(S,) .
Ispat: S € L(E,F) olsun. Duallikten codim(M) < n olan E nin alt uzay1 M ve dim(N) < nolan E’
dualinin alt uzay1 N arasinda
M-o>N:={a€E':<x,a>=0Vx€ M}
N-oM: ={x€eE:<x,a>=0Va€N},
bire bir bir eslesme vardir. Dolayisiyla
szl = llox sl
olup asikar olarak Gelfand ve Kolmogorov sayilarinin tanimindan iddianin dogrulugu ispatlanir.
Teorem 3.6.3 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : S € L ve S kompakt olsun. Bu taktirde
dn(S) = cn(S).
Lemma 3.6.1 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : S € L . Bu takdirde
J(S) = q($") ve q(S) = j(S").
Teorem 3.6.4 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : S € L olsun. Bu takdirde
vn(S) = un(S").
Uyari: Burada her S € L i¢in
up(S) = vp(S")
saglanip saglanmadigi bilinmiyor. Sonug olarak agagidaki teorem asikar olarak ifade edilebilir.
Teorem 3.6. 5 (Pietsch, 1974; Pietsch, 1980a) : S € L olsun
in(S) < in(S).
Teorem 3.6.6 (Pietsch, 2007) : Weyl sayilar1 ve Chang sayilari birbirinin dual ¢iftidir. Yani her S € L
operatorii i¢in
X, (8") = yn(S)
ve
Yn(S") = xn(S)
dir.
Not: Bauhardt, (Bauhardt, 1977) de h,(S") = h,(S) oldugunu gosterdi.

Bazi s-Sayilart Arasindaki Bagintilar
Yukarida agiklanan kisimlardan faydalanilarak asagida ifade edecegimiz teoremler elde edilir.

Teorem 3.7.1 (Pietsch, 1974): S € L olsun. Bu takdirde

an($) 2 cn(8) 2 uy(S) = in(9)
ve

a,(S) = d,(S) = v,(S) = i,,(S).
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Teorem 3.7.2 (Pietsch, 1974) : S € L olsun. Bu takdirde

d,(S) = uy(S).
Ispat: S € L(E,F) olsun.

dn(S) = inf{[|QES]| : dim(N) < n}
ve
un(S) = sup{j(Sjy) : dim(M) > n}

oldugu i¢in

lox s = sy
esitsizligini gdrmek yeterlidir. j(S/5) > 0 oldugu kabul edilsin. Eger M, := S(M) ise bu takdirde
dim(M,) = n . Sonug olarak Lemma 3.2’ den

[k sIl = lisxll =1
olacak sekilde bir x € M vardir. Su halde,
1= ISxll = j(S/illxll
ve
1= [lonsx[| < [|ows]lixl

esitsizliklerinden ispat tamamlanir.
Teorem 3.7.3 (Pietsch, 1974) : S € L olsun. Bu takdirde

cn(S) = v,(S).
Ispat: Terorem 3.7.2, Teorem 3.6.2 ve Teorem 3.6.4° den

n(8) = dn(S") Z up(S") = vn(S)

oldugu kolayca goriiliir.

Sonug olarak suana kadarki tanimlanmig olan s-say1 fonksiyonlari i¢in agsagidaki diyagram verilebilir.

O unm\

an(S) in(S)
dn(§) —————> vn(S)

Teorem 3.7.4 (Pietsch, 1974) : S € L olsun. Bu taktirde g pozitif bir sabit olmak iizere
an(S) < 0" dn(S)

Ve

nl/2

an(S) < 0" cn(S).
Ispat: S € L(E, F) olsun. € > 0 igin
|QF || = dn(S) + & ve dim(N) <n
olacak sekilde F nin bir N alt uzay1 se¢ilebilir. Bu taktirde Lemma 3.3’den P € L(F,F), N = P(F)

olan bir porjeksiyon vardir ve ||P|]| < (n — 1) Y2 dir. Ayrica
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Jy+N) =y—P
den birJ € L (%F) operatorii tammlanabilir. Bu takdirde

1/2
)

W<l =Pl <14+ (-1)"2<on
burada ¢ = V2 dir. Ote yandan
S—PS=(r—P)S=]QFS
den
an($) < IIs = PSIL < IlIflQ¥ ]| < @™ (dn(S) + &)
elde edilir.
Teorem 3.7.5 (Pietsch, 1974) : S € L olsun. Bu takdirde
U () < n2iy () ve v,(S) < n'/2i,(S).
Ispat: S € L(E, F) olsun. Eger 0 < & < u,(S) ise
u, (8) — e < j(SJE) ve dim(M) =n
olacak sekilde E nin bir M alt uzayin segilsin. N := S(M) olsun. j(S/5) > 0 oldugundan S nin S,
kisitlamas1 M den N ye iizerine doniisiimii gdz Oniine alinacak olursa terslenebilir ve
i) = s ™
dir. PJ§ = Iy ve ||P]| < n'/? olacak sekilde P € L(E, F) olsun. Bu taktirde
Iy = Sg*PSJgy
dir. Sonug olarak
in($) 2 [|S5P| VRN T = n T 2llS5 T = n T 2 (ua(S) — )
elde edilir.
Teorem 3.7.6 (Pietsch, 1974) : S € L olsun. Bu taktirde
cn(S) < n?v,(S)
ve
d,(S) < n?v,(S)
dir.

Teorem 3.7.7 (Pietsch, 1974) : S € L ve g pozitif bir sabit olsun. Bu taktirde
an(S) < on®in (S)
dir.

Son olarak Banach uzaylardaki diagonal operatorler icin agsagidaki esitsizlikler ifade edilebilir
hp(S) < x,(S) < cn(S) < an(S)

ve
hn(S) < yn(S) < dn(S) < an(S)
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(Pietsch, 1974; Pietsch, 1980b; Pietsch, 2007). Ote yandan, cok daha ilging olan ters yondeki
hesaplamalar i¢in, bkz. (Pietsch, 1974; Pietsch, 2007).

an(T) < 2v/nc, (T)
an(T) < 2v/nd, (T)

Con-1(T) < 29\5( Xk (T))

don -1 (T) < 26 (]_[ 7|

Sle

Xon-1(T) < Vn <1_[ hk(T)>
k=1
1

Yon-1(T) < V7 (]_[ hk(n)
k=1

burada vn faktorii daima gereklidir.

Sonuc¢

Bu ¢alismada s-sayilarinin literatiirdeki yeri ve Onemi arastirildi. Banach uzaylarda s-sayilarimin
literatiirdeki gelisimi verilerek, s-sayilarinin aksiyomatik yapisi Tiirkceye kazandirildi. Ayrica
literatiirde mevcut ve ispatsiz olarak ifade edilen bazi teoremlerin ispati agik olarak ifade edildi.
Uygulamali matematikte 6nemli bir yere sahip olan s-say1 ornekleri ve birbirleri arasindaki baglantilar

literatiirdeki gelisime gore siralandi.

Cikar Catismasi Beyani

Makale yazarlar1 herhangi bir ¢ikar gatismasi olmadigini beyan eder.

Arastirmacilarin Katki Oram Beyan Ozeti

Yazarlar makaleye benzer oranda katki saglamis oldugunu beyan eder.
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