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One Cikanlar

» Bu makalede interval agirlikli graflarin 1. ve 2. Zagreb indeksi tizerinde durulmustur.
*Bazi graf iglemleri altinda s6z konusu indeklerin davranislar incelenmistir.
* Interval aritmetigine dayanan bazi sonuglar elde edilmistir.

Makale Bilgileri Ozet

Bu ¢alismada, agirlikli graflar iizerinde 1. ve 2. Zagreb indeksi tamimlanmignr. Daha sonra, interval
agwrhikly graflar iizerinde 1. ve 2. Zagreb indeksi tamimlanmistir. Bu tammlar kullanmilarak, Zagreb
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Graph Operations on the Zagreb Index of Interval Weighted Graphs

Highlights

* This paper focuses on the first-second Zagreb indices of interval weighted graphs.
* Their behaviors are investigated under some graph operations.
* Some results based on interval arithmetic have been obtained.
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1. GIRIS

Graf teori, kimyacilara topolojik indeks gibi gesitli faydali araglar saglamistir. Bir topolojik indeks
kimyada uygulanabilen bir graf degismezidir. Molekiiler yap1 tanimlayicilart (topolojik indeksler),
kimyasal bilesiklerin 6zelliklerini tanimlamak i¢in matematiksel kimyada kullanilir [1].

Molekiiller ve molekiiler bilesikler genellikle molekiiler grafla modellenir. Bir molekiiler graf, koseleri
bilesigin atomlarina, kenarlar1 kimyasal baglara karsilik gelen graf teori terimlerinde kimyasal bir
bilesigin yapisal formiiliiniin bir temsilidir [1].

Wiener indeks, kimyaci Harold Wiener tarafindan iiretilen ilk topolojik indekstir. Molekiiler graflarin
dereceye dayandirilan bazi indeksleri vardir. Bu indeksler, Gutman ve Trinajstic tarafindan 1972
yilinda, birinci ve ikinci Zagreb indeksler olarak tanimlanmigtir. Bir G grafinin birinci Zagreb indeksi
M; = M;(G) = ZMW(G) ve ikinci Zagreb indeksi M, = M,(G) = Z®)(G) seklinde gsterilir [2].

1. Zagreb Indeksi:

G basit, baglantili bir graf olsun. d(i), i kdsesinin derecesi olmak tizere, G grafinin 1. Zagreb
indeksi

0@ = ) &
i€V (G)
seklinde tanimlanir [2].

2. Zagreb Indeksi:

G basit, baglantili bir graf olsun. d (i), i kosesinin derecesi olmak iizere, G grafinin 2. Zagreb
indeksi

20 = ) d®d()
ijEE(G)
seklinde tamimlanir [2].

Simdi bu makalede ihtiya¢ duyacagimiz bazi graf islemlerini hatirlayalim.

G; = (V1,Ey) ve G, = (V,, E;) noktalar kiimesi ayrik iki graf olmak tizere bu iki grafin toplami V; U V,
noktalarindan ve G;’in her bir noktasini G,’nin her bir noktasina baglayan kenarlardan olusan bir graf
olup, G, + G, = (V; + V,, E; + E,) seklinde gosterilir [3].

G; = (V1,E;) ve G, = (V,, E,) iki graf olmak tizere bu iki grafin ¢arpimi, G; X G, ile gosterilir ve uy,
v, € V] ve u,, v, €V, i¢in noktalar kiimesi

u=(u,uy), v=(v,v,) EVy XV,

ile tanimli olup grafin herhangi iki u = (uq,u,), v = (v4,v,) € V; X V, noktalarinin komsulugu

Uu, = v1 ve u, ""’vz

~V <&
u~v {uZ = 172 ve u1~v1

seklinde tanimhidir [4].
G, = (V4,E;) ve G, = (V,, E,) iki graf olmak tizere bu iki grafin birlesimi,

G1 UG, = (V(GL U G,),E(G, U Gy))
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ile gosterilir ve
V(Gl U Gz) = V1 V) Vz
E(Gl U Gz) = E1 V) Ez
seklinde tanimlidir [5].
G, = (V4,E;) ve G, = (V,, E,) iki graf olmak tizere bu iki grafin simetrik farki,
G1DG6; = (V(Gl@GZ)IE(Gl®GZ))

ile gosterilir ve

V(61®Gz) = Vl U Vz
E(G:®G;) = (E; VE;) — (E; N Ey)

seklinde tanimhidir [6].

Simdi de makale boyunca kullanacagimiz interval kavramindan bahsedelim.

x ve x, x < Xx esitsizligini saglayan reel sayilar olsun. O zaman x = [&, E] = {y ERx<y< E}
kiimesine bir interval (reel aralik) denir. Tiim intervallerin kiimesi IR olarak gosterilir. x reel sayisina

[5, E] intervalinin alt sinir1, X reel sayisina da [g, Y] intervalinin st sinir1 denir [7].

Eger x = x = X ise 0 zaman x = [%, X] bir reel sayidir (ya da bir dejenere aralik).

x = [g, E] ve y = [X‘ ?] iki reel interval olsun. IR tizerinde toplama (+), ¢ikarma (—), carpma (*) ve

bolme (/) ikili islemleri asagida tanimlanmistir [7].
e x+y=[x+yx+Yy]
e x—y=[x-yx-y]
o x-y=[min{x yx 3% % ¥}, max{x-yxy% y% |
11

x/y =x-y'.Buraday’' = [5,3—/] ve 0 ¢ y dir.

Bir X interval matris, elemanlari interval sayilar olan bir matristir. Bir X interval matris,

xll T .xln

X= - (xij)lsism,lsjsn

Xm1 ° Xmn

seklinde yazilir. Burada x = [x;;,x;;] ya da X < X sartim1 saglayan bazt X,X icin X = [X,X]
seklindedir. Tiim (m X n) tipindeki interval matrislerin kiimesini tanimlamak igin R™*™ kullanilir [7].

Interval sayilarda oldugu gibi interval matrisler iizerinde de aritmetik islemler tanimlanmstir. Bu
aritmetik islemler asagidaki gibidir [7].

Eger X, ¥ € R™" g € R" ve X€ R ise 0 zaman
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o &X=(Xx;) ; (A<ism),(A<j<n)
. )?+Y:(xl]+yl])mxn . (1<i<m),(1<j<n)
. X—~ {(xl]~ yij)mxn ’ if)f?tlj

0=0 ; ifX=Y

e Eger X € R™" B € R™P ise 0 zaman

XV = (BRaa Vi) pyy +  ASi<m),(1<j<p)
e X-a= (Z;leija)mxl ; 1<i<sm)
seklindedir [7].

2. INTERVAL AGIRLIKLI GRAFLAR UZERINDE ZAGREB INDEKSI

Biz bu makalede agirlikli graflar iizerinden devam edecegimiz i¢in oncelikle agirlikli graf tanimini
yapalim.

Her bir kenarina agirlik atanarak olusturulan grafa agirlikli graf denir. G, kose kiimesi V(G) =
{v1,v2, ..., vy} ve kenar kiimesi E olan agirlikli bir graf olsun. w;j, ij kenarinin pozitif tanimh
agirhgidir. Ayrica wy; = wy; dir. Eger i ve j koseleri komsu ise i~j yazilir. i kdsesinin agirhigi w; =
2.j:j~i Wij seklinde bulunur [3].

Tamm 2.1. G = (V, E) agirhikh bir graf olsun. w(i), i kosesinin agirligi olmak tizere, G grafinin 1.
Zagreb indeksi

2@ = ) w@
i€V (G)
seklindedir.

Tamm 2.2. G = (V,E) agirhikh bir graf olsun. w(i), i kosesinin agirligi olmak tizere, G grafinin 2.
Zagreb indeksi

2@ =) ww))
iJEE(G)

seklindedir.

Her bir kenarina agirlik olarak bir interval ya da bir interval matris atanarak olusturulan grafa da interval
agirlikli graf denir. Burada tiim kare interval matrisler ayn1 dereceye sahiptir.

G, n koseli bir interval agirlikli graf olsun. W;;, ij kenarinin interval agirh@idir. Ayrica w;; = w;; dir.
Eger i ve j koseleri komsu ise i~j yazilir. i kosesinin interval agirhigt W; = 3. ;.;..; W;; seklinde bulunur.

Tamm 2.3. G = (V, E) interval agirlikli bir graf olsun. W (i), i kOsesinin interval agirhigi olmak tizere,
G grafinin 1. Zagreb indeksi

(D _ =2
2@ =) # O
iev(G)
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seklindedir.

Ornek 2.1.
1 [0,1] 2

[-214]

Sekil 1. Interval agirlikli G grafi
G grafi 3 noktali interval agirlikli bir graftir.
w(1) =[-2,4] +[0,1] = [-2,5]
w(2) = [-24]
w(3) =[0,1]
25 (6) = Sieviey W () = W(1) + W(2) + W2(3)
= ([-25D)? + ([-24D?* + ([0,1D?
= [—18,42]

Tamm 2.4. G = (V,E) interval agirhikli bir graf olsun. W (i), i kosesinin interval agirligi olmak tizere,
G grafinin 2. Zagreb indeksi

2@ =) wO#)

iJEE(G)
seklindedir.
Ornek 2.2.
1 [-2,0] 3
@
['514]
@
2 [1,2] 4

Sekil 2. Interval agirlikli G grafi
G grafi 4 noktali interval agirlikli bir graftir.
w(l) = [-2,0] + [-5,4] = [-7,4]
w(2) = [-5,4] + [1,2] = [-4,6]
w(3) = [-2,0]
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w(4) = [1,2]

Z8(6) = Lijeste) WOW()
=w()wRB) + w)w(2) + w(2)w(4)
=[-7,4] [-2,0] + [-7,4][-4,6] + [—4,6][1,2]
= [-8,14] + [—42,28] + [-8,12]

= [~58,54]

3. INTERVAL AGIRLIKLI GRAFLARIN ZAGREB iNDEKSi UZERINDE GRAF iSLEMLERIi

Teorem 3.1. G; = (V3,E;) ve G, = (V,,E;) basit, baglantili iki graf olsun. Bu durumda G; + G,
grafinin 1. Zagreb indeksi

ZW(G6 +6,) = Z(di + nGz)2 + Z (d; + ”61)2
ievy JEV,

seklindedir. Burada, n¢, ve ng, sirasiyla G, ve G, graflarinin kose sayisidir.

Teorem 3.2. G, = (V1,E;) ve G, = (V,, E;) agirlikli iki graf olsun. Bu durumda G; + G, grafinin 1.

Zagreb indeksi
2 2
Z&,l)(Gl+Gz)=z(wi+Z Wk> +Z<Wj+z Wt>
kev, tev;

eV, jev,
seklindedir. Burada wj, i kdsesinin agirligidir.

Teorem 3.3. G; = (V1,E;) ve G, = (V,,E,) interval agirlikli iki graf olsun. Bu durumda G; + G,
grafinin 1. Zagreb indeksi

2 2
Zv(vl)(Gl"'Gz):Z(WH'z szk) +Z<Wj+z szt)
= KeV, = tev,
seklindedir. Burada w;, i kdsesinin interval agirligidir.

ispat. V=V(G,)UV(G,) ve E = E(G,) UE(G,) U {(uy,uy):u; € V(Gy),u, € V(G,)} olsun. Biz
sirastyla asagida Ty, T, ile gosterilen iki toplami elde etmek i¢in G; + G, ‘nin kdse kiimesini parcaladik.
[k olarak, her toplam igin, W; yi her i kdsesinin interval agirlig1 olarak diisiindiik. T; de, i € Vy, k €
V, sartlarini saglayan tiim i, k kose ¢iftlerini ele aldik. Dolayisiyla, T; igin

2
w3 (53,0
kev,

eV,

elde ettik.
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Ikinci olarak T, toplaminda, j € V,, t € V; sartlarim1 saglayan tim j,t kose ciftlerini ele aldik.

Dolayisiyla, T, igin
2
IONCEWRN
tevy

JEV,
elde ettik.

T; ve T, den istenilen elde edilmis olur.

Teorem 3.4. G, = (V4,E;) ve G, = (V,,E,) basit, baglantili iki graf olsun. Bu durumda G; + G,
grafinin 2. Zagreb indeksi

ZP( G+ Gy) = Z (di +ng,)(d) + ng,)

ijEE,

+ ) (di+n6,)(d +ng,)
ijEE,

£ (di+n,)(d +ng,)
i€V, jEV,

seklindedir.

Teorem 3.5. G, = (V,E;) ve G, = (V,, E,) agirlikli iki graf olsun. Bu durumda G, + G, grafinin 2.

Zagreb indeksi
keV, keV,

i,JEV4,ijEE,

3 s

i,JEV,,ijEE,

S

€V JEV,

seklindedir.

Teorem 3.6. G; = (V1,E;) ve G, = (V,,E,) interval agirlikli iki graf olsun. Bu durumda G; + G,
grafinin 2. Zagreb indeksi

ZP( G +Gy) = Z (wi +z v’vk> (v’vj +z v’vk>
KEV, KEV,

i,JEV4,ijEE,

+ Z (wi+z Wt><wj+z wt>
tev, tev,

L,jEV2,IJEE,

+ Z (wi+z wk><wj+z Wt>
KkeEV, tev,

iEVl,jEVZ

seklindedir.
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Ispat. V=V(G,)UV(G,) ve E =E(G,) UE(G,) U {(uy,u,):u; € V(Gy),u, € V(G,)} olsun. Biz
sirastyla asagida Sy, S5, S3 ile gosterilen {i¢ toplami elde etmek i¢cin G; + G, ‘nin kdse kiimesini
parcgaladik. ilk olarak, her toplam igin, W; yi her i kdsesinin interval agirlig1 olarak diisiindiik. S; de,
i,j € V; veij € E; sartlarim saglayan tiim i ve j kdse ¢iftlerini ele aldik. Dolayisiyla, S; icin

3 e T

i, jEVLIjEE;
elde ettik.

Ikinci olarak S, toplaminda, i,j € V, ve ij € E, sartlarin1 saglayan tiim i ve j kose ¢iftlerini ele aldik.

Dolayisiyla, S,
= ) <v~vi £y Wt> (W]- £y wt>
tev, tev,

i,JEV,,ijEE,

seklindedir.
Ucgiincii toplam olarak S5 de, i leri V; den, j leri V, den alarak

ievTEY, kev, tev,
denklemini elde ettik.

Bu ii¢ toplamdan istenilen elde edilmis olur.

Teorem 3.7. Gy = (V1,E;) ve G, = (V,,E,) basit, baglantili iki graf olsun. Bu durumda G; X G,
grafinin 1. Zagreb indeksi

72D G, X G,) = Z (d(u) + d(v))°
(u,v)eV(G1XGy)

seklindedir.

Teorem 3.8. G, = (V4,E;) ve G, = (V,, E,) agirlikli iki graf olsun. Bu durumda G; X G, grafinin 1.
Zagreb indeksi

2
ZP(Gx6)= D (ww+ww)
(u,v)ev(G,xGy)

seklindedir.

Teorem 3.9. G; = (V4,E;) ve G, = (V,,E,) interval agirlikli iki graf olsun. Bu durumda G; X G,
grafinin 1. Zagreb indeksi

~ - 2
ZPC6x6) = Y (W +Ew)
(u,v)eV(G1xGy)
seklindedir.
Ispat. G, x G, grafinda u;, v; € V; Ve u,, v, € V, igin noktalar kiimesi u = (uq,u,), v = (v;,v,) €
V; X V, dir. Ayrica w(u), u kosesinin interval agirhigidir. Dolayisiyla, G; X G, grafinda herhangi bir

(uq,uy) € V; XV, kosesinin interval agirhgi w(u,) + w(u,) dir.
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1. Zagreb indeksi, grafin tiim kose ciftlerinin derecelerinin kareleri toplamna esittir. Interval agirlikli
bir grafta dereceler interval agirliga doniiseceginden

~ ~ 2
ZO( 6, % 6y) = z (W) + W)
(u,v)eV (G, xGy)
elde edilir.

Teorem 3.10. G, = (V4, E;) ve G, = (V,, E,) basit, baglantili iki graf olmak tizere G; X G, grafinin 2.
Zagreb indeksi

ZO( 6, % G,) = > (du) +d(v)) (d@w) +dw)
(upv;) (U, v)EE(G1 XGR)

seklindedir.

Teorem 3.11. G, = (V4,E;) ve G, = (V,, E;) agirlikl iki graf olmak tizere G; X G, grafinin 2. Zagreb
indeksi

Z,Sf)( Gy X Gy) = Z (W(ui) + W(Uj)) (W(uk) + W(‘Ul))
(uv)) (U V) EE(G1 XG)
seklindedir.

Teorem 3.12. G, = (V,E,) ve G, = (V,, E,) interval agirlikli iki graf olmak tizere G; X G, grafinin 2.
Zagreb indeksi

2D( 6, % Gy) = > () + W(v)) @) + W)

(uiv)) (uk,vDEE(G1%XG2)
seklindedir.

ispat. G, X G, grafinda u,, v; € V; Ve u,, v, € V, icin noktalar kiimesi u = (uy,u,), v = (vy,v,) €
v, X V, dir. Ayrica w(u), u kosesinin interval agirligidir. Dolayisiyla, G; X G, grafinda herhangi bir
(uq,u,) € V; XV, kosesinin interval agirhgr w(u,) + w(u,) dir.

2. Zagreb indeksi, grafin tiim komsu kose ciftlerinin dereceleri ¢arpimina esittir. interval agirlikli bir
grafta dereceler interval agirhiga doniiseceginden

ZO( 6, % Gy) = > (B + w()) (W) + w(w)
(uiv}) Uk, v)EE(G1XGp)
elde edilir.

Teorem 3.13. G; = (V4,E;) ve G, = (V,, E;) basit, baglantili iki graf olsun. Bu durumda G, U G,
grafinin 1. Zagreb indeksi

206Uy = Y dit ) (-t
iev\(V1nVy) EVINV,

seklindedir. Burada d; = dg (i) + dg, (i) vet; de i késesinin E; N E, kiimesindeki kenar say1sidir.

Teorem 3.14. G, = (V4,E;) ve G, = (V,, E;) agirlikli iki graf olsun. Bu durumda G; U G, grafinin 1.
Zagreb indeksi
140
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2
Z‘Evl)( Gl V) Gz) = Z Wiz + Z (Wl - Wti)

iev\(Vynvy) eviNy,

seklindedir. Burada w; = wg (i) + wg, (i)  ve wy, de i kdsesinin E; N E, kiimesindeki kenar
agirhklarinin toplamidir. Yani, we, =Y i~j  wy; dir.

i]'EElﬂEZ
Sonug 3.1. interval aritmetiginde ¢ikarma islemi

[a,b] — [a,b] = [a,b] + [-b,—a] = [a — b, b — a] # [0,0]

seklinde tamimli oldugundan agirlikli graflar i¢in tanimladigimiz Teorem 3.14 ’ii interval agirlikli graflar
icin tanimlayamiyoruz.

Teorem 3.15. G; = (V4,E;) ve G, = (V,, E;) basit, baglantili iki graf olsun. Bu durumda G, U G,
grafinin 2. Zagreb indeksi

ZD( G UGy = Z (di —t)(dy —ty) + Z d; (dy — tg)

L kEV, OV, {keE
IkEE(G,UG,) eV, \(VinVy)
keV, NV,
+ Z (d, —t,)d; + Z d; d;
PJEE @ Neviny,
JEV\(V1NV;) ijEE
pEVlﬂVz

seklindedir. Burada d; = dg, (i) + dg, (i) vet; deikosesinin E; N E, kiimesindeki kenar sayisidir.

Teorem 3.16. G; = (V4,E;) ve G, = (V,, E;) agirhikl iki graf olsun. Bu durumda G, U G, grafinin 2.
Zagreb indeksi

Z‘E,Z)( G, U Gy) = Z (wi - Wti) (Wj - wtj) + Z w; (w,< — Wtk)

L,jEVINV, ikEE
ijEE(G1UG,) i€V, \(V1nVy)
kev,nV,
+ Z (wp - th)wj + Z wi W;j
DPJEE @LNEvNV,
JEV\(V1NV7) ijEE
PEVINV,

seklindedir. Burada w; = wg (i) + wg, (i)  ve wy, de i kdsesinin E; N E, kiimesindeki kenar
agirhklarinim toplamidir. Yani, wy, =Y i~j  wy; dir.
iJEE{NE,

Sonuc 3.2. interval aritmetiginde ¢ikarma islemi

[a,b] — [a,b] = [a,b] + [-b,—a] = [a — b,b — a] # [0,0]
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seklinde tamimli oldugundan agirlikli graflar i¢in tamimladigimiz Teorem 3.16 ’y1 interval agirlikli
graflar i¢in tanimlayamiyoruz.

Teorem 3.17. G; = (V4,E;) ve G, = (V,, E;) basit, baglantili iki graf olsun. Bu durumda G,®G,
grafinin 1. Zagreb indeksi

200 606)= Y di+ ) (d-t?
iev\(vinvy) eviNy,
seklindedir. Burada d; = dg, (i) + dg, (i) vet = |E; N Ey| dir.

Teorem 3.18. G, = (V4,E;) ve G, = (V,, E,) agirhikh iki graf olsun. Bu durumda G, @G, grafinin 1.
Zagreb indeksi

2
zZW( 6,®6,) = Z w? + Z (w; — 2wy,
iev\(Vns) iEVLNV;

seklindedir. Burada w; = wg (i) + wg, (i)  ve wg, de i kdsesinin E; N E, kiimesindeki kenar
agirhiklarinim toplamidir. Yani, wy, =Y i~j  wy; dir.

iJEE{NE,
Sonuc 3.3. interval aritmetiginde ¢ikarma islemi

[a,b] — [a,b] = [a,b] + [-b,—a] = [a — b,b — a] # [0,0]

seklinde tanimli oldugundan agirlikli graflar i¢in tanimladigimiz Teorem 3.18 ’i interval agirlikli graflar
i¢in tanimlayamiyoruz.

Teorem 3.19. G, = (V1,E;) ve G, = (V,, E;) basit, baglantili iki graf olsun. Bu durumda G,®G,
grafinin 2. Zagreb indeksi

I9(6,86)= ) @ -0d-0+ ) [@d-04

i kEE;NE, {keE
(,k)EV,NV, i€V, NV,
keV,\Vy
+ Z d,(d;j —t) + Z d; d;
PJEE @LNevNV,
JEVINV, ijEE
PEVI\V;

seklindedir. Burada d; = dg, (i) + dg, (i) vet = |E; N E,| dir.

Teorem 3.20. G; = (V4,E;) ve G, = (V,, E,) agirlikli iki graf olsun. Bu durumda G, @G, grafinin 2.
Zagreb indeksi

Z‘SVZ)( G,DG,) = z (w; —2wy,) (Wj - ZWtj) + Z (w; — 2w,)w;

i,k€E1NE, LkEE
(i,k)eviny, LEV, NV,
keV,\Vq
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+ z wp(wj—Zwtj)+ Z Wi W;

pDJEE (i,))evinV,
JEVINV, ijEE
peEVI\V,

seklindedir. Burada w; = wg (i) + wg, (i)  ve wy, de i kdsesinin E; N E, kiimesindeki kenar
agirhklarinin toplamidir. Yani, we, =Y i~j  wy; dir.
i]'EElﬂEz

Sonug 3.4. interval aritmetiginde ¢ikarma islemi
[a,b] — [a,b] = [a,b] + [-b,—a] = [a — b,b — a] # [0,0]

seklinde tanimli oldugundan agirlikli graflar i¢in tanimladigimiz Teorem 3.20 ’yi interval agirlikl
graflar i¢in tanimlayamiyoruz.
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