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Kuvvetli Bosluklu Quasi-Cauchy Dizileri Uzerine Yeni Bir Calisma

Hiiseyin Kaplan ve Hiiseyin Cakall1™!
oz

Bu galigmada N, -quasi-Cauchy dizisi kavrami tanitilmis ve bu dizilerle ilgili ilging teoremler ispatlanmustir.
(e,) R nin bir A altkiimesi iizerinde tamiml1 bir dizi olmak iizere, (A’a,) N, - quasi-Cauchy oluyorsa (, )
dizisine N, -quasi-Cauchy dizisidir denir. Burada A’a, = «, , — 2a,,, + @, dir. f, R ninbir A altkiimesinde
tamimli reel degerli bir fonksiyon olsun. Eger f, A daki N, -quasi-Cauchy dizilerini koruyorsa, yani, («,) A
da N, -quasi-Cauchy dizisi iken (f(e,)) da N, -quasi-Cauchy oluyorsa f e A da N,-ward siireklidir denir.

Anahtar Kelimeler: toplanabilme, kuvvetli bosluklu yakinsaklik, quasi Cauchy dizisi, sinirlilik, siireklilik

A new study on the strongly lacunary quasi Cauchy sequences

ABSTRACT

In this paper, the concept of an N, -quasi-Cauchy sequence is introduced. We proved interesting theorems
related to N, -quasi-Cauchy sequences. A real valued function f defined on a subset 4 of R, the set of real
numbers, is N, -ward continuous on A if it preserves N, -quasi-Cauchy sequences of points in 4, i.e.
(f(e,))is an N, -quasi-Cauchy sequences whenever (&, ) is an N, -quasi-Cauchy sequences of points in

A, where a sequence (@) is called N, -quasi-Cauchy if (A’«,)is an N,- quasi-Cauchy sequence where
Na, =a,,-2a,, +a, for each positive integer k.
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1. GIRIS INTRODUCTION)

Stireklilik ve siirekliligi iceren her  kavram,
yalnizca pilir matematikte degil, matematigi
kullanan bilgisayar, bilisim teori, ekonomi,
biyoloji gibi birgok bilim dalinda da 6nemli yer
tutmaktadir.

Cesaro siireklilik 1946 yilinda Buck tarafindan
ortaya atildi( [5]). Daha sonra Posner ([42]) ,
Antoni ve Salat

([1]), Spigel ve Krupnik ( [43]) gibi yazarlar
regliler toplanabilir
tanimlanan A4 -siireklilik
calistilar. Das ve Savas
( [34]), Borsik ve Salat ( [3]) gibi bazi yazarlar da

hemen hemen yakinsaklik ya da buna iliskin
metotlar i¢in A - stireklilik ¢aligtilar. Connor ve
Grosse-Erdman

( [12]), reel degerli fonksiyonlarm

stireklilik tanimlarmi, dizisel bir metot ya da
dizisel bir yakinsaklik metodu kullanarak verdiler
ve bunlar1 A4- siireklilik yerine G- siireklilik
olarak adlandirdilar. Bu yazarlarin elde etttikleri
sonuglar, daha once A- siireklilik ile ilgili
yapilmis olan g¢alismalar1 kapsamaktadir. Dizisel
yakinsaklik metodu ya da kabaca bir metot, R deki

biitiin dizilerin C, ile gosterilen lineer alt

A matrisi
kavrami

yardimiyla
tizerinde

dizisel

tanimli  lineer bir G
aeC, ve Gla)=¢

oluyorsa az(ak) dizisi (ye G -yakinsaktir

uzayindan R ye
fonksiyonudur. Eger

denir. Ozel olarak biitiin yakinsak dizilerin ¢
lineer uzayr {lizerinde lima = lil{nak limit

fonksiyonu lim bir dizisel yakinsaklik metodudur.
Diger taraftan Cakalli, dizisel yakinsaklik metodu
kullanarak kompaktlik ( [13]) ve baglantililik (
[20]) kavramlarin1 genellestirmistir (bkz [26] ve
[39]).

Son yillarda ayni fikri kullanarak birgok siireklilik
cesidi tanitilmis ve aragtirlmistir. Bu siireklilik
cesitlerinin bazilar1 sunlardir: Slowly oscillating
siireklilik ([14] ve [45]), quasi- slowly oscillating

siireklilik ( [11]), A —quasi- slowly oscillating
siireklilik ([21] ve [19]), ward siireklilik ([16] ve
[6]), 6—ward siireklilik ([15]), &% —ward
stireklilik ( [4]), lacunary istatistiksel delta 2 ward
siireklilik ([49]), istatistiksel ward siireklilik ([17]

ve [18]), bosluklu istatistiksel ward siireklilik ( [9]
), p—istatistiksel ward siireklilik ( [8]), A-
istatistiksel ward siireklilik ( [28]) ve N,-ward
sireklilik — ([7],[24],[25],[35],[36]). Bu tiir
sireklilik  kavramlarin1  aragtiran  yazarlar
yukaridaki anlamdaki diziler agisindan reel degerli
bir fonksiyonun diizgiin yakinsakligi ile ilgili
teoremlerle ilgilenirken fonksiyonun tanim kiimesi

lizerine sartlar koyarak teoremler elde etmislerdir.(
[45] teo 6), ( [16] teo 7), ( [6] teo 1).

Kuvvetli bosluklu yakinsakhk ya da N,

yakinsaklik
kavrami1 Freedman, Sember ve M.Raphael
tarafindan  tanmitilmis ve cahisilmistir ( [33]).

0 =(k,) pozitif tamsayilarin artan bir dizisi,
1, =(k, .k, ]
olsun. (ak) reel terimli bir dizi olmak tizere eger

: 1
lim, o der

”

dizisi LeR ye N, yakinsaktir denir ve

h, :k, —k,_, — o (r—owo)ve

r=1»

oluyorsa (a f )

ak—L|:O

N, —lime, =L ile gosterilir. Bu makale boyunca
kr

£ 51 kabul edilecekir. D || gibi

7—1 k. +1

liminf,

toplamlarla da sik sik karsilagilacak ve bunun
yerine Z|ak| yazilacaktir.

kel,

Bu makalenin amaci N, ward siireklilik

kavramini
tanitmak ve ilgili teoremleri ispatlamaktir.

2. N;- WARD SUREKLILIK (N;- WARD
CONTINUITY)

R nin bir A altkiimesinde tanimli bir fonksiyon A
daki dizilerin N, yakinsakligini koruyorsa, yani

(a,) Ada N, yakmsak bir dizi iken (f(e,))da

N, yakinsak oluyorsa f e kuvvetli bosluklu

stireklidir denir. R nin bir A altkiimesinde tanimli
bir fonksiyonun kuvvetli bosluklu siirekli olmasi
icin gerek ve yeter sart bu fonksiyonun bilinen
anlamda siirekli olmasidir.

Eger (Aak) sifira N, yakinsak ise (Olk) dizisine
kuvvetli bosluklu quasi-Cauchy ya da N, -quasi-
Cauchy denir ( [7, 24]). A kiimesinde tanimli bir
fonksiyon A daki N,-quasi- Cauchy dizilerini
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koruyorsa, yani; (ak) A da N,-quasi- Cauchy
iken (f(c,))da N,-quasi- Cauchy oluyorsa fe
kuvvetli bosluklu ward stireklidir yada N,-ward
stireklidir denir ( [24]). Eger (Aak)N ¢ -quasi-

.1
Cauchy ise yani, hmh— Z‘Azak‘ =0 oluyorsa
r—>0 , kel

(ak) dizisine kuvvetli bosluklu & —quasi-
Cauchy ya da N, - -quasi- Cauchy denir ([10]).
Burada VkeZigin , ANa, =a,., -2a,, +a,
dir. Rdeki N,-quasi- Cauchy dizilerinin ve N, -
0 -quasi- Cauchy dizilerinin kiimesi sirastyla AN,

ve A’N,, ile gosterilecektir.

Tamm 2.1. (ak)
(A2 (a, )) bir N, -quasi- Cauchy dizisi ise yani,

R de bir dizi olmak itizere

.1
limy- e =0

oluyorsa (a,) ya NZ2-quasi- Cauchy ya da

kuvvetli bosluklu &7 -quasi- Cauchy denir. Burada
her pozitif k tamsayisi icin
Na, =a,,-3a,,+3a,,, —a, dr

Iki N, -quasi- Cauchy dizisinin toplami N -
quasi- Cauchydir ve her sabit A€ R i¢in (ak)
N -quasi- Cauchy ise (lak) yine N, -quasi-
Cauchydir. Bu mnedenle N;-quasi- Cauchy

dizilerinin kiimesi, yakinsak dizilerin vektor
uzayini kapsayan bir vektor uzayidir. Yani, biitiin
yakinsak dizilerin vektdr uzayi, N, -quasi-
Cauchy dizilerinin vektor uzayinin bir alt uzayidir.
Diger yandan biitiin yakinsak dizilerin vektor
uzayl, aynt zamanda biitin N, -quasi- Cauchy

dizilerinin vektdr uzayinin bir alt uzayidir ve N, -
quasi- Cauchy dizilerinin vektdr uzayr da N, -

quasi- Cauchy dizilerinin bir alt uzayidir.

Simdi bu iligskinin 6nemini gosteren birkag ilging
ornek verelim.

Ornek 2.2. n pozitif bir tamsay1 olsun. Herkesin
rastgele ve ayni anda secildigi n kisiden olusan bir
grup alalim. n, <n olmak iizere gruptan n, sayida
kisi ayriliyor ve kalan insanlar yeni bir grup
olusturuyor. Daha sonra n, <n olmak izere

gruptan n, sayida kisi ayriliyor ve kalanlarla yeni
bir grup olusturuluyor. Bu islem grupta bir kisi
kalana kadar ya da hi¢ kimse kalmayana kadar
devam ediyor. Bu iterasyonun sonunda n kisilik

bir grupta bir kisinin kalma ihtimalini «, ile

gosterirsek (al ey A, ,) bir N -quasi-

Cauchy dizisidir ~ ( [46]).

Ornek 2.3. k pozitif bir tamsay1 olmak iizere, k
kisinin bulundugu bir grup, li¢ alt gruba ayriliyor.
Herbir kisi se¢imi bagimsiz ve rastgele yapiliyor.
Gruplardaki kisi sayilart k,k,,k; olmak iizere

k, +k, +k, =k dir. Alt gruplarin her biri yeniden

ti¢ alt gruba ayriliyor ve bu islem, alt gruplarda hig
kimse kalmayana kadar ya da bir kisi kalana kadar,
devam ediyor. Bu iterasyonun sayisini ¢, ile

a, o «

gosterirsek, [al,T, 37 z ,j dizisi sinirli,
n

yakinsak olmayan bir N} -quasi-Cauchy dir. ( [3 7]
)

Simdi Rnin bir alt kiimesinin N,-&-
ward
kompaktlig1 tanimin1 verelim.

Tanim 2.4.
noktalarindan olusan her

Rnin bir A alt kiimesinin
dizi N,-&°-quasi-
Cauchy alt dizisine sahipse yani, A daki bir o =
(ak) dizisinin N, _Pg.}ﬁﬂk =0 olacak sekilde
bir B =(B,)=(a, )alt dizisi varsa A kiimesine
kuvvetli bosluklu §° ward (yada N,-6°-ward )

kompakttir denir.

Oncelikle sunu sdyleyelim ki R nin her sonlu alt
kiimesi N, -5°-ward kompakttir, RninN,-6°-
ward kompakt alt kiimelerinin sonlu birlesimleri
ve herhangi arakesitleri de N,-5°-ward
kompakttir. RninN,-5°- ward kompakt alt
kiimelerinin sonlu toplamlart ve her sabit 4 € R
i¢in A4 carpimi Rnin N, - 5*- ward kompakt bir
alt kiimesidir. Ustelik N,-5°- ward kompakt bir
kiimenin her alt kiimesi ve Rnin sinirli her alt
kiimesi de N,-o6°- ward kompakttir. Rnin her
kompakt alt kiimesi de N, -5~ ward kompakttir

fakat karsiti dogru degildir. Ornegin, smirli her
actk arallk N,-5°- ward kompakttir fakat
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kompakt degildir. Diger yandan N dogal sayilar
kiimesi N, -7~ ward kompakt degildir. Dikkat

edelim ki R nin her slowly oscillating kompakt alt
kiimesi N,-5°- ward kompakttir  (slowly

oscillating kompaktlik iizerindeki sonuglar icin
[14] ve [21] e bkz.) ve Rnin quasi- slowly

oscillating kompakt alt kiimesi N,-&°- ward
kompakttir. Eger A daki bir & = (, ) dizisinin bir
quasi- slowly oscillating f = (,Bnk ) alt dizisi varsa

A ya quasi- slowly oscillating kompakttir denir (

[11)).

Belirtelim ki R nin kapali bir E alt kiimesi N, -
ward kompakt ise E ayn1 zamanda N,-&°- ward
kompakttir ve E deki her dizi (Pn,s )- mutlak hemen

hemen yakinsak bir alt diziye sahiptir

(301 [40} [47] [48] ).

Simdi N, —ward siireklilik tanimini verelim.

Tanim 2.5. Rnin bir A alt kiimesi tizerinde
tanimli

bir f fonksiyonu A daki N,-o&°-quasi-
Cauchy

dizilerini koruyorsa yani, (ak) A da bir N,-
5%
quasi-Cauchy iken ( f (ak)) da N,-&%-quasi-
Cauchy oluyorsa f'e N, —ward siireklidir ya da

kuvvetli bosluklu &°-ward siireklidir denir.

Eger fve g A iizerinde N, -5 -ward siirekli iki
fonksiyon ise f+ g de A iizerinde N, - 5*-ward
siireklidir. f N,-5°-ward siirekli iken, 1€ R
keyfi bir sabit olmak iizere Af de N,-5°-ward
siireklidir. Bu nedenle N,-&5°-ward siirekli
fonksiyonlarin kiimesi bir vektér uzayidir. Sunu
belirtelim ki N,-&°-ward siirekli fonksiyonlarin
carpimi N, -5°-ward siirekli olmak zorunda
degildir. Ornegin, f(x)=x olarak tanimlanan

fonksiyon N,-o6°-ward siirekli olmasima ragmen

f(x).f(x)=x> N,-5*-ward siirekli degildir.

Teorem 2.6. f Rnin bir A alt kiimesi lizerinde
N, -6%-ward siirekliise f A iizerinde N,-ward

sureklidir.

Ispat. Kabul edelim ki fA da N,-5°-ward

stirekli olsun. (an )de A da bir N,-quasi-Cauchy

durumda
a,,a,,a, ,)

olsun. Bu

(a,,0,a,,a,,0,,0,,...0, .0, &

n—=1°>"n-1°>""n-1°

dizisi de N,-quasi-Cauchydir. Dolayistyla N, -
&%~ quasi-Cauchydir. f N,-6°-ward siirekli

oldugundan,

(fla).f @), f(@). f(@r)... (@,). f(@,)...
dizisi N, -6 -quasi-Cauchydir. Buradan ( f(a, ))
dizisinin N, -quasi-Cauchy oldugu elde edilir. Bu
da teoremin ispatini tamamlar.

Sonu¢ 2.7. Eger f Rnin bir A alt kiimesi
lizerinde N, - 5*-ward siirekli ise bu taktirde f A
da stireklidir.

Ispat. Ispat teorem 2.6. dan ve [25, Sonug 3 ] den
kolaylikla elde edilebilir.

Teorem 2.8. N, - 5> -ward siirekli iki fonksiyonun
bileskesi yine N, -5 -ward siireklidir. Yani, f ve
g Rde N,-57-ward siirekli ise gof de N,-5°-
ward stireklidir.

Ispat. fve g Rde N,-5°-ward siirekli iki
fonksiyon ve (a,) Rde N,-&’-quasi-Cauchy
dizisi olsun. ', N,-&°-ward siirekli oldugundan
(f(an )) N, -6%-quasi-Cauchydir. g,N,-5°-
ward siirekli oldugundan g (f(a,)) de N,-5°-

quasi-Cauchydir. Bu da ispatin1 tamamlar.

Dikkat edilmeli ki herhangi bir N,-5”-ward

stirekli fonksiyon, istatistiksel siireklidir, N, -

streklidir, her asikar olmayan kabul edilebilir
(non-trivial admissible) I ideali i¢in I-dizisel
stireklidir ve herhangi regiiler altdizisel G dizi
metodu i¢in G-dizisel stireklidir.

Teorem 2.9. Rnin N,-&”-ward kompakt bir alt
kiimesinin N,-6°-ward siirekli goriintiisi N, -

&% -ward kompakttir.
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Ispat . Kabul edelim ki A Rnin N,-5>-ward
kompakt bir alt kiimesi , £, A da N,-5-ward
siirekli bir fonksiyon ve (8,) de f (4)

herhangi bir dizi olsun. Vne N i¢in a, €4
olmak iizere S, = f(a,) diyelim. A ,N,-6°-
ward kompakt oldugundan (an) in Oyle bir
(7.)= (e, ) altdizisi vardirki N, — lim ANy, =0
dr. (,)=(f(7,)) yazalim. f N,-&%-ward

(S ()
Cauchydir. Boylece (f(e,)) in N, — l{lig AN't, =0

siirekli  oldugundan N, - &% -quasi-

olacak sekilde bir (7, )alt dizisini elde ederiz. O
halde
f(4) N,-6%-ward kompakttir.

Sonu¢ 2.10. Rnin G-dizisel baglantili her alt
kiimesinin N, -6 -ward siirekli goriintiisii de G-
dizisel baglantilidir.

Ispat onceki teorem ve [20,teorem 1] den elde
edilebilir.

Sonu¢ 2.11. R nin sl her alt kiimesinin N, -

0% -ward siirekli goriintiisii de sinirhidir.
Ispat [7,teorern3.3] elde edilebilir.

Sonu¢ 2.12. G, regiiler alt dizisel (subsequential)
bir metot olmak tlizere R nin G-alt dizisel kompakt

bir alt kiimesinin N, -5 -ward siirekli goriintiisii

N, -7 -ward kompakttir.

Ideal siireklilikte ise her N,-&”-ward siirekli
fonksiyon, kabuledilebilir (admissible) bir I ideali
icin, I-dizisel siireklidir ([23]). [24,teorem1] den
elde edilir ki, eger f Rnin bir A alt kiimesinde
diizgiin siirekli ise A daki bir (ak) dizisi quasi-
Cauchy iken (f(a,)) N,-67- quasi-Cauchydir.

Iyi bilinen bir sonuctur ki siirekli fonksiyonlar
dizisinin diizglin limiti siireklidir. Bu durum N, -
&7 -ward siireklilik igin de dogrudur; yani, N,-&7
- ward siirekli fonksiyonlar dizisinin diizgiin limiti
de N,-&”-ward siireklidir.

Teorem 2.13. Eger (f,) Rnin bir A alt
N,-6%- ward
fonksiyonlarin bir dizisi ve ( fn) f e diizglin

kimesinde taniml surekli

yakinsak ise f A iizerinde N, -7 - ward siireklidir.

Ispat. (ak) Ada N,-57-quasi-Cauchy ve € >0
olsun. ( fn) diizgilin yakinsak oldugundan, dyle bir

neN vardr ki n>n ve Vxed igin
f ()~ 1, (x)|<g dur. f, Ada N,-8°- ward

stirekli oldugundan oyle bir n, e N vardir ki

r = n,icin

hr kel,

kalir. n, = max{nl,nz} dersek r = n, igin,

S (@) =3 @) 437 (@)~ (@)

hr kel,

=S| (@) =3 (@) 3 @) f (@)
o (@2) =3, (@42
+3f, (@)~ £, (@) ]
+[ £, (@s) =3/, (a).)
+3f, (@)~ 1, (@) ]|

<_Z‘f (ak+3) fn](ak+3)

+h_z3‘f (@2) = [ () |
+_Z3‘f (akH) fn, (akﬂ)

+— \f (@)-f, (@)

+h— Z S (@) =31, (e,5) +3f, (@) - [, (@)

elde edilir. Buradan

11m— \f (@43) =3 (@)

Sakarya Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi, 22 (3), 907-914, 2018 0911
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+3f, (@) = f(@) | =0
olur. Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 2.14. R nin A alt kiimesin tizerindeki N,

-8%-ward siirekli fonksiyonlarin kiimesi, A daki
siirekli fonksiyonlarin kiimesinin kapali bir alt

kiimesidir. Yani, A’N,(4), A’N,(4) nm tim
kapanis noktalarimin  kiimesi
AN'N,(A)=NN,(A) di.

olmak lzere

Ispat . feA’N,(4) olsun. Bu durumda
AN'N,(4) da dyle bir (f,) dizisi vardir ki
lim f, = f dir. Teorem 2.13 deki ispat yontemine

benzer yol izlenerek f e A’N,(A4) elde edilir ki
bu da ispat1 tamamlar.

3. SONUC (CONCLUSION)

Bu galismada N, - quasi-Cauchy dizisi kavrami
N, -ward-
sirekliligin diger tipten siirekliliklerle olan iliskisi
verilip ilging teoremler ispatlandi. Bu ¢aligmanin
dinamik sistemler, bilgisayar, bilisim teori,
biyolojik bilimler gibi bir¢cok alanda ortaya ¢ikan
cesitli problemlerin modellenmesinde bir arag
olarak kullanilabilecegi umulmaktadir. Daha ileri
bir caligma icin, fuzzy noktalar1 ya da soft

noktalarin N, - quasi-Cauchy dizileri ( ilgili
kavramlar ve tanimlar i¢in bkz [22], [2], [32] ) ve
N,- quasi-Cauchy ¢ift dizilerinin (bkz
[27] [31] [41] [38], ve [501)

Onerilebilir. Daha da ilerisi i¢in, koni normlu
uzaylardaki N - dizileri

tanmitildi  ve incelendi. Ayrica

arastirilmasi

quasi-Cauchy
incelenebilir (koni metrik degerli topolojik vektor
uzaylardaki ve koni normlu uzaylardaki temel
kavramlar icin bkz [29] ve [44] ). Fakat tammlar
ve ispat metotlari, kurulumdaki degisiklikler

nedeniyle, bu calismadakilerle benzer
olmayacaktir.
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