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Kuvvetli Boşluklu Quasi-Cauchy Dizileri Üzerine Yeni Bir Çalışma 

Hüseyin Kaplan ve Hüseyin Çakallı*1 

ÖZ 

Bu çalışmada 2
N  -quasi-Cauchy dizisi kavramı tanıtılmış ve bu dizilerle ilgili ilginç teoremler  ispatlanmıştır. 

)( k R nin bir A altkümesi üzerinde tanımlı bir dizi olmak üzere, )( 2
k  N - quasi-Cauchy oluyorsa )( k  

dizisine 2
N  -quasi-Cauchy dizisidir denir. Burada kkkk    12

2 2  dır. ,f R nin bir A altkümesinde 

tanımlı reel değerli bir fonksiyon olsun. Eğer ,f A daki 2
N  -quasi-Cauchy dizilerini koruyorsa, yani, )( k  A 

da 2
N  -quasi-Cauchy dizisi iken ))(( kf   da 2

N  -quasi-Cauchy oluyorsa f e A da 2
N -ward süreklidir denir.  

 

Anahtar Kelimeler: toplanabilme, kuvvetli boşluklu yakınsaklık, quasi Cauchy dizisi, sınırlılık, süreklilik 

A new study on the strongly lacunary quasi Cauchy sequences 

ABSTRACT 

In this paper, the concept of an 2
N  -quasi-Cauchy sequence is introduced. We proved interesting theorems 

related to 2
N  -quasi-Cauchy sequences. A real valued function f defined on a subset A  of R , the set of real 

numbers, is 2
N -ward continuous on A  if it preserves 2

N  -quasi-Cauchy sequences of points in A , i.e. 

))(( kf  is an 2
N  -quasi-Cauchy sequences whenever )( k  is an 2

N  -quasi-Cauchy sequences of points in 

A , where a sequence )( k  is called 2
N  -quasi-Cauchy if )( 2

k is an N - quasi-Cauchy sequence where 

kkkk    12
2 2  for each positive integer k. 
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1. GİRİŞ (INTRODUCTION)      

Süreklilik ve sürekliliği içeren her  kavram, 
yalnızca pür matematikte değil, matematiği 
kullanan bilgisayar, bilişim teori, ekonomi, 
biyoloji gibi birçok bilim dalında da önemli yer 
tutmaktadır.  
 
Cesaro süreklilik 1946 yılında Buck tarafından 
ortaya atıldı(  5 ). Daha sonra Posner (  42 ) , 

Antoni ve Salat  
(  1 ), Spigel ve Krupnik (  43 ) gibi yazarlar 

regüler toplanabilir A  matrisi yardımıyla 
tanımlanan A -süreklilik kavramı üzerinde 
çalıştılar. Das ve Savaş 
 (  34 ), Borsik ve Salat (  3 ) gibi bazı yazarlar da 

hemen hemen yakınsaklık ya da buna ilişkin 
metotlar için A - süreklilik çalıştılar. Connor ve 
Grosse-Erdman 
 (  12 ), reel değerli fonksiyonların  dizisel 

süreklilik tanımlarını, dizisel bir metot ya da 
dizisel bir yakınsaklık metodu kullanarak verdiler 
ve bunları A - süreklilik yerine G - süreklilik 
olarak adlandırdılar. Bu yazarların elde etttikleri 
sonuçlar, daha önce A - süreklilik ile ilgili 
yapılmış olan çalışmaları kapsamaktadır. Dizisel 
yakınsaklık metodu ya da kabaca bir metot, R deki 
bütün dizilerin GC  ile gösterilen lineer alt 

uzayından R ye tanımlı lineer bir G

fonksiyonudur. Eğer  GC  ve   ℓG  

oluyorsa  k   dizisi ℓ ye G -yakınsaktır 

denir. Özel olarak bütün yakınsak dizilerin c  
lineer uzayı üzerinde k

k
 limlim   limit 

fonksiyonu lim bir dizisel yakınsaklık metodudur. 
Diğer taraftan Çakallı, dizisel yakınsaklık metodu 
kullanarak kompaktlık (  13 ) ve bağlantılılık ( 

 20 ) kavramlarını genelleştirmiştir (bkz  26  ve 

 39 ). 

Son yıllarda aynı fikri kullanarak birçok süreklilik 
çeşidi tanıtılmış ve araştırılmıştır. Bu süreklilik 
çeşitlerinin bazıları şunlardır: Slowly oscillating 
süreklilik (  14  ve  45 ), quasi- slowly oscillating 

süreklilik (  11 ),   quasi- slowly oscillating 

süreklilik (  21  ve  19 ), ward süreklilik (  16  ve 

 6 ),  ward süreklilik  (  15 ),  2 ward 

süreklilik  (  4 ),  lacunary istatistiksel delta 2 ward 

süreklilik  ([49]), istatistiksel ward süreklilik  (  17  

ve  18 ), boşluklu istatistiksel ward süreklilik  (  9

),   istatistiksel ward süreklilik (  8 ),   
istatistiksel ward süreklilik (  28 ) ve N -ward 

süreklilik (  7 ,  24 ,  25 ,  35 ,  36 ). Bu tür 

süreklilik kavramlarını araştıran yazarlar 
yukarıdaki anlamdaki diziler açısından reel değerli 
bir fonksiyonun düzgün yakınsaklığı ile ilgili 
teoremlerle ilgilenirken fonksiyonun tanım kümesi 
üzerine şartlar koyarak teoremler elde etmişlerdir.( 
 45  teo 6), (  16  teo 7), (  6  teo 1).  

 Kuvvetli boşluklu yakınsaklık ya da N  

yakınsaklık    
 kavramı Freedman, Sember ve M.Raphael 
tarafından  tanıtılmış ve çalışılmıştır (  33 ).

)( rk  pozitif  tamsayıların artan bir dizisi, 

 1: rrr kkh )( r ve  rrr kkI ,1  

olsun.  k  reel terimli bir  dizi olmak üzere eğer

  
rIk

k

r

r L
h

0
1

lim   oluyorsa  k  

dizisi RL  ye N  yakınsaktır denir ve 

LN k   lim  ile gösterilir. Bu makale boyunca 

1inflim
1


r

r
r
k

k
 kabul edilecektir. 



r

r

k

k

k

11

  gibi 

toplamlarla da sık sık karşılaşılacak ve bunun 

yerine 
 rIk

k  yazılacaktır.  

 
Bu makalenin amacı 2

N  ward süreklilik 

kavramını    
    tanıtmak ve ilgili teoremleri ispatlamaktır. 

2. 2
N - WARD SÜREKLİLİK ( 2

N - WARD 

CONTINUITY) 

R nin bir A altkümesinde tanımlı  bir fonksiyon A 
daki dizilerin N  yakınsaklığını koruyorsa, yani 

 k  A da N  yakınsak bir dizi iken  )( kf  da 

N  yakınsak oluyorsa f e kuvvetli boşluklu 

süreklidir denir. R nin bir A altkümesinde tanımlı  
bir fonksiyonun kuvvetli boşluklu sürekli olması 
için gerek ve yeter şart bu fonksiyonun bilinen 
anlamda sürekli olmasıdır.  
Eğer  k  sıfıra N  yakınsak ise    k   dizisine 

kuvvetli boşluklu  quasi-Cauchy ya da N -quasi- 

Cauchy denir (  24,7 ). A kümesinde tanımlı  bir 

fonksiyon A daki N -quasi- Cauchy dizilerini 
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koruyorsa, yani;  k  A da N -quasi- Cauchy 

iken  )( kf  da N -quasi- Cauchy oluyorsa f e 

kuvvetli boşluklu ward süreklidir yada N -ward 

süreklidir denir (  24 ). Eğer  k N -quasi- 

Cauchy ise yani, 0
1

lim 2 



rIk

k

r
r h

 oluyorsa 

 k   dizisine kuvvetli boşluklu   quasi-

Cauchy ya da N - -quasi- Cauchy denir ([10]). 

Burada Zk  için , kkkk    12
2 2  

dır. R deki N -quasi- Cauchy dizilerinin ve N -

 -quasi- Cauchy dizilerinin kümesi sırasıyla N  

ve N
2  ile gösterilecektir.  

 
Tanım 2.1.  k   R de bir dizi olmak üzere 

 )(2
k  bir N -quasi- Cauchy dizisi ise yani,  

 

                          0
1

lim 3 



rIk

k

r
r h

  

oluyorsa  k  ya 2
N -quasi- Cauchy ya da 

kuvvetli boşluklu 2 -quasi- Cauchy denir. Burada 
her pozitif k tamsayısı için 

kkkkk    123
3 33  dır.  

İki 2
N -quasi- Cauchy dizisinin toplamı 2

N -

quasi- Cauchydir ve her sabit R  için  k   
2
N -quasi- Cauchy ise  k  yine 2

N -quasi- 

Cauchydir. Bu nedenle 2
N -quasi- Cauchy 

dizilerinin kümesi, yakınsak dizilerin vektör 
uzayını kapsayan bir vektör uzayıdır. Yani, bütün 
yakınsak dizilerin vektör uzayı, 2

N -quasi- 

Cauchy dizilerinin vektör uzayının bir alt uzayıdır. 
Diğer yandan bütün yakınsak dizilerin vektör 
uzayı, aynı zamanda bütün N -quasi- Cauchy 

dizilerinin vektör uzayının bir alt uzayıdır ve N -

quasi- Cauchy dizilerinin vektör uzayı da 2
N -

quasi- Cauchy dizilerinin bir alt uzayıdır.  
 
Şimdi bu ilişkinin önemini gösteren birkaç ilginç 
örnek verelim. 
 
Örnek 2.2. n  pozitif bir tamsayı olsun. Herkesin 
rastgele ve aynı anda seçildiği n kişiden oluşan bir 
grup alalım. nn 1  olmak üzere gruptan 1n  sayıda 

kişi ayrılıyor ve kalan insanlar yeni bir grup 
oluşturuyor. Daha sonra nn 2  olmak üzere 

gruptan 2n  sayıda kişi ayrılıyor ve kalanlarla yeni 

bir grup oluşturuluyor. Bu işlem grupta bir kişi 
kalana kadar ya da hiç kimse kalmayana kadar 
devam ediyor. Bu iterasyonun sonunda n  kişilik 

bir grupta bir kişinin kalma ihtimalini n  ile 

gösterirsek   ,...,...,, 21 n  bir 2
N -quasi- 

Cauchy dizisidir      (  46 ). 

 
Örnek 2.3. k  pozitif bir tamsayı olmak üzere, k 
kişinin bulunduğu bir grup, üç alt gruba ayrılıyor. 
Herbir kişi seçimi bağımsız ve rastgele yapılıyor. 
Gruplardaki kişi sayıları 321 ,, kkk  olmak üzere 

kkkk  321  dır. Alt grupların her biri yeniden 

üç alt gruba ayrılıyor ve bu işlem, alt gruplarda hiç 
kimse kalmayana kadar ya da bir kişi kalana kadar, 
devam ediyor. Bu iterasyonun sayısını k ile 

gösterirsek, 







,...,...,

3
,

2
, 32

1
n

n
  dizisi sınırlı, 

yakınsak olmayan bir 2
N -quasi-Cauchy dir. (  37

) 
 
  Şimdi R nin bir alt kümesinin N - 2 -

ward    
  kompaktlığı tanımını verelim. 
 
Tanım 2.4. R nin bir A alt kümesinin 
noktalarından oluşan her  dizi N - 2 -quasi-

Cauchy alt dizisine sahipse yani, A daki bir   
 k  dizisinin 0lim 3 


k

k
N   olacak şekilde 

bir )()(
kkk   alt dizisi varsa A kümesine 

kuvvetli boşluklu 2  ward  (ya da N - 2 -ward ) 

kompakttır denir.  
 
 Öncelikle şunu söyleyelim ki  R nin her sonlu alt 
kümesi N - 2 -ward kompakttır, R nin N - 2 -

ward kompakt alt kümelerinin sonlu birleşimleri 
ve herhangi arakesitleri de N - 2 -ward 

kompakttır. R nin N - 2 - ward kompakt alt 

kümelerinin sonlu toplamları ve her sabit R  
için A  çarpımı R nin N - 2 - ward kompakt bir 

alt kümesidir. Üstelik N - 2 - ward kompakt bir 

kümenin her alt kümesi ve R nin sınırlı her alt 
kümesi de N - 2 - ward kompakttır. R nin her 

kompakt alt kümesi de N - 2 - ward kompakttır 

fakat karşıtı doğru değildir. Örneğin, sınırlı her 
açık aralık N - 2 - ward kompakttır fakat 
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kompakt değildir. Diğer yandan  N doğal sayılar 

kümesi N - 2 - ward kompakt değildir. Dikkat 

edelim ki R nin her slowly oscillating kompakt alt 
kümesi N - 2 - ward kompakttır (slowly 

oscillating kompaktlık üzerindeki sonuçlar için 
 14  ve  21  e bkz.) ve R nin quasi- slowly 

oscillating kompakt alt kümesi N - 2 - ward 

kompakttır. Eğer A daki bir    n  dizisinin bir 

quasi- slowly oscillating  
kn

   alt dizisi varsa 

A ya quasi- slowly oscillating kompakttır denir (
 11 ).  

 
Belirtelim ki R nin kapalı bir E alt kümesi N - 

ward kompakt ise E aynı zamanda N - 2 - ward 

kompakttır ve E deki her dizi  snP , - mutlak hemen 

hemen yakınsak bir alt diziye sahiptir  

        48,47,40,30 . 

 
Şimdi 2

N ward  süreklilik  tanımını verelim. 

 
      Tanım 2.5. R nin bir A alt kümesi üzerinde 
tanımlı    
      bir f fonksiyonu A daki N - 2 -quasi-

Cauchy   
     dizilerini koruyorsa yani,  k  A da bir N -

2 -   
 quasi-Cauchy iken  )( kf   da N - 2 -quasi-

Cauchy oluyorsa f e 2
N ward  süreklidir ya da 

kuvvetli boşluklu 2 -ward süreklidir  denir. 
 
Eğer  f ve g  A üzerinde N - 2 -ward sürekli iki 

fonksiyon ise f  g  de A üzerinde N - 2 -ward 

süreklidir. f N - 2 -ward sürekli iken, R  

keyfi bir sabit olmak üzere f  de N - 2 -ward 

süreklidir. Bu nedenle N - 2 -ward sürekli 

fonksiyonların kümesi bir vektör uzayıdır. Şunu 
belirtelim ki N - 2 -ward sürekli fonksiyonların 

çarpımı N - 2 -ward sürekli olmak zorunda 

değildir. Örneğin, xxf )(  olarak tanımlanan 

fonksiyon N - 2 -ward sürekli olmasına rağmen 
2)().( xxfxf  N - 2 -ward sürekli değildir. 

 

Teorem 2.6. f  R nin bir A alt kümesi üzerinde 

N - 2 -ward sürekli ise f   A üzerinde N -ward 

süreklidir. 
 
İspat. Kabul edelim ki f A da N - 2 -ward 

sürekli olsun.  n de  A da bir N -quasi-Cauchy 

olsun. Bu durumda                       
 ,...,,,,,,...,,,,,, 111222111 nnnnnn  

dizisi de N -quasi-Cauchydir. Dolayısıyla N -
2 - quasi-Cauchydir. f N - 2 -ward sürekli 

olduğundan,  
       
 ),...(),(),...,(),(),(),( 2211 nn ffffff   

dizisi N - 2 - quasi-Cauchydir. Buradan  )( nf   

dizisinin N -quasi-Cauchy olduğu elde edilir. Bu 

da teoremin ispatını tamamlar.  
 
Sonuç 2.7. Eğer f  R nin bir A alt kümesi 

üzerinde N - 2 -ward sürekli ise bu taktirde f   A 

da süreklidir. 
 
İspat. İspat teorem 2.6. dan ve  ,25 Sonuç 3  den 

kolaylıkla elde edilebilir. 
 
Teorem 2.8. N - 2 -ward sürekli iki fonksiyonun 

bileşkesi yine N - 2 -ward süreklidir. Yani, f ve 

g R de N - 2 -ward sürekli ise gof  de N - 2 -

ward süreklidir. 
 
İspat. f ve g R de N - 2 -ward sürekli iki 

fonksiyon ve  n  R de N - 2 -quasi-Cauchy 

dizisi olsun. f , N - 2 -ward sürekli olduğundan 

 )( nf   N - 2 -quasi-Cauchydir. g , N - 2 -

ward sürekli olduğundan g  )( nf   de N - 2 -

quasi-Cauchydir. Bu da ispatını tamamlar. 
 
Dikkat edilmeli ki herhangi bir  N - 2 -ward 

sürekli fonksiyon, istatistiksel süreklidir, N - 

süreklidir, her  aşikar olmayan kabul edilebilir 
(non-trivial admissible) I ideali için I-dizisel 
süreklidir ve herhangi regüler altdizisel G dizi 
metodu için G-dizisel süreklidir. 
 
Teorem 2.9. R nin N - 2 -ward kompakt bir alt 

kümesinin N - 2 -ward sürekli görüntüsü N -
2 -ward kompakttır. 
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İspat . Kabul edelim ki A  R nin N - 2 -ward 

kompakt bir alt kümesi , f , A da  N - 2 -ward 

sürekli bir fonksiyon ve  n  de f  A  da 

herhangi bir dizi olsun. Nn  için An   

olmak üzere )( nn f    diyelim. A , N - 2 -

ward kompakt olduğundan  n  in öyle bir 

  )(
knk    alt dizisi vardır ki 0lim 3 


k

k
N   

dır.   ))(( kk ft   yazalım. f  N - 2 -ward 

sürekli olduğundan ))(( kf   N - 2 -quasi-

Cauchydir. Böylece  )( nf   in 0lim 3 


k
k

tN  

olacak şekilde bir  kt alt dizisini elde ederiz. O 

halde  
f  A  N - 2 -ward kompakttır.  

 
Sonuç  2.10. R nin G-dizisel bağlantılı her alt 
kümesinin N - 2 -ward sürekli görüntüsü de G-

dizisel bağlantılıdır. 
 
İspat önceki teorem ve  ,20 teorem 1  den elde 

edilebilir. 
 
Sonuç  2.11. R nin sınırlı her alt kümesinin N -

2 -ward sürekli görüntüsü de sınırlıdır.  
İspat  ,7 teorem 3.3  elde edilebilir.  

 
Sonuç  2.12. G, regüler alt dizisel (subsequential)  
bir metot olmak  üzere R nin G-alt dizisel kompakt 
bir alt kümesinin  N - 2 -ward sürekli görüntüsü 

N - 2 -ward kompakttır. 

 
İdeal süreklilikte ise her N - 2 -ward sürekli 

fonksiyon, kabuledilebilir (admissible)  bir I ideali 
için, I-dizisel süreklidir   23 .  ,24 teorem 1  den 

elde edilir ki, eğer f  R nin bir A alt kümesinde 

düzgün sürekli ise A daki bir  k  dizisi quasi-

Cauchy iken ))(( kf   N - 2 - quasi-Cauchydir.  

     
    
İyi bilinen bir sonuçtur ki sürekli fonksiyonlar 
dizisinin düzgün limiti süreklidir. Bu durum N -

2 -ward süreklilik için de doğrudur; yani, N - 2
- ward sürekli fonksiyonlar dizisinin düzgün limiti 
de N - 2 -ward süreklidir.  

 

Teorem 2.13. Eğer  nf  R nin bir A alt 

kümesinde tanımlı N - 2 - ward sürekli 

fonksiyonların bir dizisi ve  nf  f  e düzgün 

yakınsak ise f A üzerinde N - 2 - ward süreklidir.  

 
İspat .  k  A da N - 2 - quasi-Cauchy ve 0  

olsun.  nf  düzgün yakınsak olduğundan, öyle bir 

Nn 1  vardır ki 1nn   ve Ax  için 

9
)()(


 xfxf n  dur. 

1n
f  A da  N - 2 - ward 

sürekli olduğundan öyle bir Nn 2  vardır ki 

2nr  için  

                    

9
)()(3)(3)(

1
1111 123


 




rIk

knknknkn

r

ffff
h

 

   kalır.  210 ,max nnn   dersek 0nr   için, 

 
   




 
rIk

kkkk

r

ffff
h

)()(3)(3)(
1

123   

= 


 
rIk

kkkk

r

ffff
h

)()(3)(3)(
1

123   

 
              )(3)( 23 11   knkn ff   

             + )()(3
11 1 knkn ff    

             )(3)( 23 11   knkn ff   

            )()(3
11 1 knkn ff     

  


 
rIk

knk

r

ff
h

)()(
1

33 1
  

     + 


 
rIk

knk

r

ff
h

)()(3
1

22 1
  

     + 


 
rIk

knk

r

ff
h

)()(3
1

11 1
  























99999

)()(3)(3)(
1

)()(
1

1111

1

123

r

r

Ik

knknknkn

r

Ik

knk

r

ffff
h

ff
h

 

 
     elde edilir. Buradan  
 

     
r

r h

1
lim





 
rIk

kk ff )(3)( 23   
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                       + 0)()(3 11
 kkn ff   

 
olur. Bu da ispatı tamamlar.  
 
Teorem 2.14. R nin A alt kümesin üzerindeki N

- 2 -ward sürekli fonksiyonların kümesi, A daki 
sürekli fonksiyonların kümesinin kapalı bir alt 

kümesidir. Yani, )(3 AN , )(3 AN  nın tüm 

kapanış noktalarının kümesi olmak üzere 

)(3 AN = )(3 AN  dır.  

 

İspat . )(3 ANf   olsun. Bu durumda 

)(3 AN  da öyle bir  nf  dizisi vardır ki 

ff n
n




lim  dir. Teorem 2.13 deki ispat yöntemine 

benzer yol izlenerek f )(3 AN  elde edilir ki 

bu da ispatı tamamlar. 

3. SONUÇ (CONCLUSION) 

Bu çalışmada 2
N - quasi-Cauchy dizisi kavramı 

tanıtıldı ve incelendi. Ayrıca 2
N -ward-

sürekliliğin diğer tipten sürekliliklerle olan ilişkisi 
verilip ilginç teoremler ispatlandı. Bu çalışmanın 
dinamik sistemler, bilgisayar, bilişim teori, 
biyolojik bilimler gibi birçok alanda ortaya çıkan 
çeşitli problemlerin modellenmesinde bir araç 
olarak kullanılabileceği umulmaktadır. Daha ileri 
bir çalışma için, fuzzy noktaları ya da soft 
noktaların 2

N - quasi-Cauchy dizileri ( ilgili 

kavramlar ve tanımlar için bkz      32,2,22  ) ve 
2
N - quasi-Cauchy çift dizilerinin (bkz 

       38,41,31,27 , ve [50])   araştırılması 

önerilebilir. Daha da ilerisi için, koni normlu 
uzaylardaki 2

N - quasi-Cauchy dizileri 

incelenebilir (koni metrik değerli topolojik vektör 
uzaylardaki ve koni normlu uzaylardaki temel 

kavramlar için bkz    4429 ve  ). Fakat tanımlar 

ve ispat metotları, kurulumdaki değişiklikler 
nedeniyle, bu çalışmadakilerle benzer 
olmayacaktır. 
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