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In this paper, the Homotopy Analysis Method (HAM) is applied to the fractional Wu-Zhang system and
combined KdV-mKdV equation to obtain theirnumerical solutions. The results were compared with

1. Giris
1695 yilinda G.W. Leibnitz, L’ Hospital’a “Tamsayi

Ldhy L .
mertebeli Ki tlrevi tamsayr mertebeli olmayan

tirev icin genellenebilir mi?” seklinde soru
sormustur. Boylece ilk defa kesirli tirev kavrami
ortaya ¢cikmistir (Oldham et al. 1974). 17. ylzyildan
beri keyfi mertebeden diferansiyel ve integrasyon
kavrami  birgcok matematikginin  galismalariyla
gelismeye baslamistir (Hilfer 2000). Uygulamal
alani  olan kesirli

matematigin  6nemli  bir

hesaplamalar bilim adamlarinda buyik ilgi
uyandirdi. Unlii matematikgi olan Liouville, 1832-
1837 wyillari arasinda bu konu Uizerine c¢alismalar
yapmistir. Bir diger Gnli matematik¢i Riemann ise

1847 yilinda bu kavram ile ilgili bir tanim vermistir.

© Afyon Kocatepe Universitesi

Riemann’in verdigi bu tanim ile Liouville tarafindan
verilen tanim birlestirilerek, glinimuzde de siklkla
kullanilan Riemann-Liouville kesirli tlirev yaklasimi
tanimi ortaya ¢cikmistir (Kilbas et al. 2006). Sonlu
fark yaklasimi yardimi ile tanimlanan Grinwald-
Letnikov kesirli mertebeden tirev yaklasimi
Grinwald ve Letnikov tarafindan 1967 vyilinda
literatlre kazandirilmistir. Daha sonraki yillarda ise
mertebeden tilrev

Grinwald-Letnikov  kesirli

yaklasiminin ~ Riemann-Liouville  kesirli  tlirev
yaklasimina denk oldugu gosterilmistir (Debnath et
al. 2007). Kesirli mertebeden tlrev yaklasiminin
bir diger tanimi ise 1967 vyilinda M. Caputo
tarafindan verilmistir (Podlubny 1999). R. Khalil ve
arkadaslari ise conformable kesirli tlirev ve integral

yaklasimlarinin tanimini 2014 yilinda vermislerdir.
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Bu tanimin, yukarida verilen tirev yaklasimlarina
gbore bazi avantajlari bulunmaktadir (Khalil et al.
2014).
kullanilarak, bircok conformable kesirli tirev iceren

Bu kesirli mertebeden tirev yaklagimi
diferansiyel denklemler niimerik ve analitik olarak
¢Ozilmustir (Khodadad et al. 2016, Cenesiz et al.
2016, Hosseini et al. 2017, Kurt et al. 2016, Yavuz
2017, Kumar et al. 2017, Hosseini et al. 2017,
Kaplan et al. 2017, Kaplan 2017, Cenesiz et al.
2017, lyiola et al. 2017, Eslami et al. 2017, Kurt et
al. 2017).

Fen ve muihendislikte ortaya ¢ikan lineer ve lineer
olmayan problemlerin yaklasik ¢oziimlerinin elde
edilmesinde etkili bir yontem olan Homotopi Analiz
yontemi 1992 yilinda S.J. Liao tarafindan literatiire
kazandinlmistir.  Homotopi Analiz ydnteminde
mevcut olan yardimci parametreler sayesinde elde
edilen seri ¢oziimlerin yakinsaklik bdlgesi kontrol
edilebilmektedir (Liao 1992).

Bu c¢alismada, Homotopi Analiz yo6ntemi
kullanilarak conformable zaman kesirli Wu-Zhang
sistemi ve conformable zaman kesirli birlestirilmis
KdV-mKdV denklemi niimerik olarak ¢o6ziildi. Elde
edilen

nimerik ¢6zlimler tam ¢ozimler ile

karsilastirildi.

2. Materyal ve Metot
2.1 Conformable tiirev ve integral yaklasimi

Tanim 1.f:[0,00) - R bir fonksiyon olsun. t > 0
ve a€(0,1) igin
mertebeden conformable kesirli tirevi
Ta(f)=limf(t+€t1 “)—f(®)

&0 &
seklinde tanimlanir. (Khalil et al. 2014, Kurt et al.

2015).
Teorem 1. Eger f:[0,00) - R fonsiyonu t, > 0
a € (0,1]
mertebeden tirevlenebilir bir fonksiyon

f fonksiyonunun a —inci

noktasinda olmak Uzere a —inci
ise o
zaman f fonksiyonu t; noktasinda surekli bir
fonksiyondur (Khalil et al. 2014).
Teorem 2.2€(0,1] ve t>0 igin f ve
g fonksiyonlari @ —inci mertebeden tlrevlenebilir
fonksiyonlar olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler
saglanir (Khalil et al. 2014).

a. Hera,b € Rigin
T,(af + bg) = aTy(f) + baT,(g),

b. Herp € Rigin T, (tP) = ptP~¢,

c. f(t) = Asabit fonksiyonu igin T, (1) = 0,

d. Ta(fg)sza(g)+gTa(f),

e T, (g) _ gTa(f)g 114(9)

. T(H@ =L,

Tanm 2.a€(0,1) olmak (zere a —inci

mertebeden conformable kesirli integral
Lf()
OO =1 = [ Fax
a

X
genellestirilmis Riemann integrali ile tanimlanir
(Khalil et al. 2014).

Teorem 3.f sirekli fonksiyonu i¢in t = a olmak

uzere

T.(1£(H))(®) = f (&)
esitligi saglanir (Khalil et al. 2014).

2.2Homotopi Analiz yéntemi(HAM)

Bu kisimda, Homotopi Analiz yonteminin bir lineer
olmayan diferansiyel denkleme uygulanmasina yer
verildi.
Lineer olmayan denklemlerin tam ¢6zimuni
bulmak bazi durumlarda imkansizdir. 1992 yilinda,
lineer ve lineer olmayan denklemlerin yaklasik
¢6ziminin  bulunmasina yardimci  olan ve
Homotopi kavramina dayanan Homotopi Analiz
tarafindan literatire

yontemi  Shijun  Liao

kazandinldi. Dogada meydana gelen olaylarin
matematiksel modellenmesiyle meydana gelen

cebirsel denklemler, diferansiyel denklemler,
integro-diferansiyel denklemler gibi bircok lineer
olmayan denklemlerin Homotopi Analiz yontemi ile
yaklasik c¢ozimleri elde edilmistir (Abbasbandy
2006, Zhang et al. 2011, Tasbozan et al. 2012, Esen
et al. 2012, Esen et al. 2013, Abbasbandy et al.
2013).

Bu yontemde kullanilan, yardimci parametreler
sayesinde elde edilen seri ¢6zlimlerinin yakinsaklik
bolgesi kontrol edilebilir. Ayrica, bir yardimci lineer
operator yardimiyla problemin baslangig
yaklasimindan tam ¢6zimiine gotliren sirekli bir
doénisiim tanimlanir. Sonug olarak, ele alinan lineer
olmayan denklemler Homotopi Analiz yontemi
kullanilarak  sonsuz lineer

sayida probleme

donltismis olur (Liao 2003).
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2.2.1.51firinci-derece deformasyon denklem

x konum, t zaman degiskenleri olmak Gzere u(x,t)
bilinmeyen fonksiyon ve N lineer olmayan bir
operator olmak lizere

Nu(x,t)] =0

seklindeki lineer olmayan genel bir diferansiyel
uog(x,t) bir
yaklasimi, A sifirdan farkh bir yardimci parametre,

denklemi ele alinsin. baslangic
H(x,t) sifirdan farkh bir yardimci fonksiyon ve £
ise

f,t)=0=L[f(x,t)] =0
kosulunu saglayan bir yardimci lineer operator
olsun. Bu sartlar altinda
H[®(x, t;9);uo(x, t), H(x, 0), b, q] =
(1 - L[P(x, t5q9) —ue(x, )]} —
qhH(x, ON[P(x, t; q)]
homotopisi kurulabilir. Burada g € [0,1] gébmme
parametresidir. Sifirdan farkli olan A yardimci
H(x,t)
Analiz yonteminde &6nemli

parametresinin  ve fonksiyonunun
katkilar

vardir. Homotopi Analiz yontemi ile elde edilen seri

Homotopi

¢oztmlerin yakinsakligi icin A yardimci parametresi
¢cok bliyik 6neme sahiptir. Ayrica yontemin en
biyuk avantajlarindan birisi de, uy(x,t) baslangic
tahmininin, £ yardimci lineer operatoriniin, h
yardimci parametresinin ve H(x,t) fonksiyonunun
ele alinan lineer olmayan problemlere uygun olarak
secilebilmesidir (Liao 2003). Yukarida kurulan
homotopide
HP(x, 65 q);uo(x, t), H(x, 1), h,q] =0
secilmesiyle, sifirinci-derece deformasyon denklemi
1 = pL[P(x, t5q) —up(x, )]}
= qhH(x, ON[®(x, t; q)]
olarak elde edilir. Burada g = 0 olarak alinirsa,
sifirinci-derece deformasyon denklemi
L[®(x,t;0) —ug(x,t)] =0
sekline dontsir. £ yardimci lineer operatorinin
ozelliginden
D(x,t;0) = up(x,t)
bulunur. Sifirinci-derece deformasyon denkleminde
q = 1 segilir ve h # 0, H(x,t) # 0 oldugu dikkate
alinirsa,
N[®(x,t;1)]=0
olur. Boylece
D(x,t;1) = u(x,t)
bulunur. Sonug olarak, elde edilen denklemlerden,
q parametresi 0 dan 1 e artarken ®(x,t;q)

fonksiyonunun, uy(x,t) baslangic kosulundan
u(x,t) tam ¢o6zimiine degistigi gorilir. Homotopi
konusunda boyle bir degisime deformasyon adi
verilir (Liao 2003).
u([)m] (x,t) ile gosterilen

m .
ugm] (x,t) = —0 d;(qxr;lt, D |q=o
ifadesine m —inci derece deformasyon tirevi adi
Eger ®(x,t;q) fonksiyonu g gémme

parametresine gore Taylor serisine aclilirsa

verilir.

< u™(x,£)
m=1 '

esitligi bulunur. Burada

1 0™®(x,t;q)
U (x, 1) = ml agm lg=0 = D (®)
esitliginin kullaniimasi ile ®(x, t; q) fonksiyonunun

Taylor serisi

+00
®(x,t:9) = Uo(r, 0 + ) Un(,)g™
m=1

Dy (@)
fonksiyonunun m —inci dereceden homotopi tiirevi

olarak yeniden vyazilir. ifadesine, @
ve yukarida elde edilen serisiye de homotopi serisi
denir (Liao 2009).

Sonug olarak, Homotopi Analiz ydnteminin lineer
uygulanmasiyla elde

olmayan bir probleme

edilecek seri ¢6zim

ux, t) = ug(x, t) + Z Uy (x, t)
m=1

seklinde bulunur (Liao 2003).

2.2.2.Yiiksek-derece deformasyon denklem
Uy = {uo(x, 1), uy (x, £), Uz (%, £), oo, Un (x, 1)}

olarak tanimlansin. Sifirinci-derece deformasyon
denkleminde g gdmme parametresine gore m kez
tirev alindiktan sonra, elde edilecek ifade m! ile
bollndr ve son olarak da gomme parametre degeri
q = 0 olarak segilirse m —inci derece deformasyon
denklemi olan
Ly, (x, t) — X1 (x, t)] = RH(x, )R, (Upp—1)
esitligi bulunur. Burada X, degeri

00 m<1
KX = {1: m ; 1
olarak ve R, (i,,—) ifadeside

- 1 "V @(x, t; )]
Ry (Um—1) = (m—1)! 9gm-1 |q=0
: q

seklinde tanimhdir
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Yuksek-derece denklemi, lineer

5
mUm-1)
teriminden ve L yardimci lineer operatoriinden

deformasyon
olmayan bir N  operatorinin
meydana gelmektedir. Yiksek-derece deformasyon
tarafi

baglidir.
ug(x, t)baslangic kosulu kullanilarak, bu denklemin

denkleminin sag yalnizca

Um—1(x, t)fonksiyonuna Boylece
iteratif olarak ¢ozlilmesiyle

uq,(x, ), uy(x, t), ...

degerleri  bulunabilir. Sonug¢ olarak, u(x,t)
fonksiyonunun m —inci yaklagimi
m
Z ug(x, t) (3.4.4)
k=0

serisi ile bulunur (Liao 2003).

3. Bulgular
3.1 Conformable Kesirli Wu-Zhang Sistemi

ilk 6rnek olarak, 0 < @ < 1ve t > 0 olmak lizere
0%u ou Jv

ate ~ “ox  ox’

%v au 617 193u
atr ~ ox  "ox 30x°

conformable kesirli mertebeden Wu-Zhang sistemi

u(x,0) = 1+ tanh (?x),

v(x,0) = 1 + tanh (?x) — % [1 + tanh <§x>]

baslangi¢c kosullari ile ele alinsin. Problemin tam
¢6zimu

Uggm (X, t) = 1 + tanh (? (x — %)),
Vigm (X, t) = 1+ tanh <§ (x - g))

; 1 + tanh <§ (x - g))]

seklindedir (Eslami and Rezazadeh 2016).
Conformable kesirli Wu-Zhang sisteminin yaklasik

¢Ozimlerini bulmak igin ¢4, ¢, integral sabitleri igin
L[ci] =0 ve L[c,] =0 sartlan saglanmak Ulzere
lineer operatorler

L[d1(x, t; 9)] = D[4 (x, t; @)],

Ld,(x, t; )] = Df[d2(x, t; q)]

olarak segilsin. N [b,(x, t;q), d(x, t;q)] ve
N,y (b1 (x, t; q), da(x, t; q)] lineer olmayan

operatorleri ise conformable kesirli mertebeden
Wu-Zhang sisteminden

aaq)l(x! t; q)

at®
c|)1(x t;q) aq>2(x t; Q)
Ox

Mildi1(x, 85 9), b2 (x, ;)] =

+¢1(x, t;9)

aaq)Z(x! t; q)

M [(I)l (X, t; Q): (I)Z (x, [ q)] = ot«

b, (x, t;q)  103d4(x,t;q)
+¢)1(xl tl q) ax + § ax3

0¢1(x,t;q)
+d2(x, t; Q)lT
olarak  vyaziir.  Teorem 2.-(f) ozelliginin

kullanilmasiyla, yukarida elde edilen lineer olmayan
operatorler

Mild1(x, 8 9), b2 (x, t; )] =

¢1(x t;q) ad)z(x t; q)
dx
- _a 0%2(x,t; )
ot
acl)z(x t;q)

tl_a aq)l(x' t; q)
at

+¢1(x, t;9)

No[b1(x, t;q), P (x, t; q)] =

6<I>(,,q)

+d2(x, t; q) +¢:1(x, 85 q)

103y (x, t; CI)

+§ 0x3
seklinde elde edilir. Sifirinci-derece deformasyon
denklemleri  Hy(x,t) =1 ve Hy(x,t)=1
secilmesiyle
(1= @ L[Pp1(x, t; q) — up(x, t)]

= qhy Vi [ (x, t; @), 2 (x, t; @),
(1 = q)LId2(x, t; q) — vo(x, )]

= qhy N3 [d1(x, t5 q), 2 (x, £ )]
olarak yazilir. Yukarida elde edilen sifirinci-derece
deformasyon denklemlerinde g=0 ve g=1
degerlerinin se¢imiyle
$1(x,£0) = up(x, t) = u(x,0),
$2(x,t;0) = vo(x, t) = v(x,0),
d1(x, ;1) = ulx, t),
$2(x, ;1) = v(x, t)
esitlikleri bulunur. Yukarida elde edilen sifirinci-
derece deformasyon denklemleri q goémme
parametresine gére m defa tirevi alindiktan sonra

m! ile béliinlrse ve elde edilen denklemlerde g =
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0 alinirsa, m —inci dereceden deformasyon
denklemleri

Lty (x, ) = XopUpm—1(x, £)] = Ay Ry 1 (U1 , V1),
L[V (x, ) = X1 (x, )] = AyRp 1 (U1 ) Um—1)

olarak bulunur. Burada

0uUpy_1(x, t)
ot

m-—1
U, 1_n(x,t 0v,,_1(x,t
+Zun(x:t) Ump—1-n(x )+ VU1 (x )’

n=0

Rl,m(am—l ) Um-1) = tte

0x ox

OVin-1(x, 1)
ot

m—1

Oy _1_n(x,t) 103w, _,(x,t

+Zvn(x:t) mln( )_I__ ml( )
n=0

RZ,m(am—l ’ 1_7)m—1) =l

0x 3 0x3

m-—1 a ( t)
Vm—_1-n\X,

n Z e t)%

n=0

bicimindedir. m = 1 olmak Uzere, yukarida elde

edilen m —inci dereceden deformasyon
denklemlerinin kullaniimasiyla

U (%, 1) = X106, ) + Ry L7 Ry iy iy s D)),
Vm (3, 8) = X Vyn—1 (%, ©) + Ao L7 Ry (U1, D1)]
iterasyon formiilleri bulunur. Kolaylik olmasi igin
hy = h, = h olarak alinirsa, m = 1 igin baslangig

kosullarinin yardimiyla iterasyon formdllerinden
V3
Uuy(x,t) = 1+ tanh <7x>,

\3ht?
a(l + cosh(\/gx))'

u(x, t) =

ve
2

vo(x,t) =1 + tanh (?x) - % [1 + tanh (?x)] ,

4
4\/§ht"‘csch(\/§x)3sinh (? x)
v (x,t) =— p )

esitlikleri bulunur. Sonu¢ olarak, Homotopi Analiz
yontemi kullanilarak elde edilen seri ¢6zlimler

ulx, t) =uglx, t) +u (x, t) + u,(x,t) + -+,
v(x, t) = vy(x, t) + v (x, t) + v, (x, t) + -
olarak yazilabilir. Mathematica yardimiyla, uy(x, t)
baslangic degerleri  kullanilarak
iterasyon formdllerinin yardimi ile ilk Gg terimlerin

ve vy(x,t)

hesaplanmasiyla u(x,t) ve wv(x,t) vyaklagik
¢Ozlimleri
u(x,t) = upglx, t) + ug(x,t) + uy(x, t) + us(x, t),
v(x,t) = vo(x, t) + v1(x, t) + va(x, t) + v3(x, t)
seklinde belirlendi.

1(02,0.1)

Sekil 1.a = 0.5,x = 0.2 ve t = 0.1degerlerindekiu(x, t)
yaklasik¢oziminlnh egrisi

v(02,0.1)

Sekil 2. « = 0.5,x = 0.2 ve t = 0.1degerlerindeki v(x, t)
yaklasik ¢cozimuninh egrisi

u(0.2,0.1)

Sekil 3.a = 0.75,x = 0.2 ve t = 0.1degerlerindeki
u(x, t) yaklasik ¢cozimuninh egrisi
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Conformable  kesirli  Wu-Zhang
Homotopi Analiz ydntemi ile elde edilen u(x,t) ve
v(x,t)

arastirmak icin

sisteminin,

yaklasik  ¢ozUmlerinin  yakinsakhgini
x=02,t=01 ve

degerlerindeki A —egrileri Sekil 1-4 de verildi. Tim

farkh «

a degerlerindeki A —egrileri incelendiginde; h
yardimci parametresinin yakinsakhk arahgi yaklasik
—1.5<h <—-0.25 araligidir.

icerisinden segilen h yardimci parametresi igin

olarak Bu aralik

Homotopi Analiz ydntemi ile elde edilen u(x,t) ve
v(x,t) vyaklastk ¢6zimlerinin yakinsak olacagi

gorulir.
v(02,0.1)
4} i
0 [ A
S o J
2 S 0 2

Sekil 4.« = 0.75,x = 0.2 ve t = 0.1degerlerindeki
v(x, t) yaklasik ¢6zimuninh egrisi

Sekil 5.t = 0.01,7A = —1 ve a = 0.5 icin u(x,t) yaklasik
¢6zUmu ile Upgm (X, t) tam ¢bzUmundn karsilastiriimasi

Sekil 6.t = 0.01,A = —1 ve @ = 0.5 igin v(x,t) yaklagik
cozUmu ile Vg, (%, ) tam ¢6zUminin karsilagtiriimasi

Sekil 5.-Sekil 6. da ele alinan problemin t = 0.01
zamaninda, 0< x < 5 araliginda, @ = 0.5, degeri
kullanilarak A = —1 degeri icin elde edilen u(x,t)
ve v(x,t) numerik g¢ozimleri ile usgm(x,t) ve
Vegm (X, t) tam g¢oziimlerinin egrileri verildi. Egriler
incelendiginde, g6z oOnline alinan degerlerde
yaklasik ¢6ziim egrileri ile tam ¢6ziim egrilerinin

uyumlu oldugu gorilmektedir.

Cizelge 1.t = 0.01,A=—1 ve a = 0.5 i¢cin u(x,t) ve
v(x,t) yaklagik ¢oziimlerinin Usgm (X, t) ve Vigm (X, t)
tam ¢ozimler ile karsilastiriimasi ve mutlak hatalar

x u(x, t) v(x, t)

Nimerik Analitik Mutlak Hata Numerik Analitik Mutlak Hata

0.1 0.91358 0.913613.077x 1075 0.49598 0.49627 2.912x 10~*

0.2 0.99992 1.000007.826x 10~° 0.49975 0.50000 2.517x 10~*

0.3 1.08627 1.086391.163x 10™* 0.49608 0.49627 1.846X 10™*

0.4 1.17135 1.171491.414x 10™* 0.48519 0.48530 1.030% 10™*

0.5 1.25396 1.254121.520% 10™* 0.46769 0.467712.094X 107>

0.6 1.33304 1.333191.493x 10™* 0.44454 0.44449 4.973X 1075

0.7 1.40770 1.407841.359%x 10™* 0.41694 0.41684 1.016x 10~*

0.8 1.47729 1.477401.153x 10™* 0.38618 0.38604 1.322x 10~*

0.9 1.54137 1.541469.124x 10~° 0.35355 0.35341 1.431x 10~*

1.0 1.59972 1.599796.666x 10~° 0.32026 0.32013 1.386x 10~*

Conformable kesirli Wu-Zhang sisteminin, t =
0.01,7 = —1 ve farkli a degerlerindeki gbz 6niine
alinan yontem yardimi ile elde edilen u(x,t) ve
Utam(x, 1) ve
Veam (X, t) tam ¢ozumler ile karsilastiriimasi ve

v(x,t) vyaklasik ¢6ztimlerinin
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mutlak hatalar Cizelge 1.-Cizelge 2. de verildi.
Cizelgeler incelendiginde, ele alinan degerlerde
yaklasik ¢oziimlerin tam ¢oziimlere yakin oldugu ve
mutlak hatalarin kabul edilebilir derecede kiglk
oldugu gorilir. Ayrica a degeri arttikca hatalarin
azaldigi tablolardan agikga gorilmektedir.

Cizelge2.t = 0.01,Ai=—1 ve a = 0.75 icin u(x,t) ve
v(x,t) yaklasik ¢éziimlerinin Upgm, (X, t) Ve Vigm(x,t)
tam ¢ozumler ile karsilagtiriimasi ve mutlak hatalar

x u(x, t) v(x,t)

Nimerik Analitik Mutlak Hata Nimerik Analitik Mutlak Hata

0.1 1.05005 1.05005 9.230x 10780.49875 0.49875 5.612x 1077

0.2 1.13585 1.13585 1.818x 10770.49077 0.49077 4.628% 107

0.3 1.21965 1.21965 2.498% 1077 0.47588 0.47588 3.168x 1077

0.4 1.30034 1.30034 2.904x 10770.45490 0.45490 1.509x 1077

0.5 1.37695 1.37695 3.026x 10770.42896 0.428956 7.414X 107°

0.6 1.44872 1.44872 2.895x 10770.39932 0.39932 1.370x 107

0.7 151514 1.51514 2.574x 10770.36732 0.36732 2.264% 107

0.8 1.57590 1.57590 2.135x 10770.33417 0.33417 2.737x 1077

0.9 1.63090 1.63090 1.648x 10770.30098 0.30098 2.842x 1077

1.0 1.68021 1.68021 1.167x 10770.26866 0.26866 2.670x 1077

3.2Conformable Kesirli Birlestirilmis KdV-mKdV
Denklemi
ikinci 6rnek olarak ise 0 < a <1 ve t > 0 olmak
Uzere

0%u ou ,0u 0d%u
e " Vox T ax TaxE
conformable kesirli mertebeden birlestirilmis KdV-
mKdV denklemi

u(x,0) = — % + /6 tanh(x)

baslangic kosulu ile géz 6nline alinsin. Ele alinan
problemin tam ¢6zimu

(04
Utgm (X, t) = —% + 6 tanh (x —%)
olarak verilmistir (Tasbozan et al. 2016).
Conformable kesirli mertebeden birlestirilmis KdV-
mKdV probleminin yaklasik ¢6zimini bulmak igin
¢ integral sabiti olmak tzere L[c] = 0 6zelliginin
kullaniimasiyla
LI$(x, £ 9)] = D [d(x, t; )]
olacak sekilde lineer operatér belirlensin. Lineer
olmayan N'[db(x, t; q)] operator

0%¢(x, t;q)  d(x,t;q)
N[d)(xl tl Q)] = at“ - ax3

¥ 0
+d(x, t; q)M+ (d(x, t; ))ZM
olarak bulunur. Buradan

00t PP(xtq)

Nl t; ] = 17— e

x,t; 0
0ot q) ¢( q)+(¢( : ))z ¢(xtq)

seklinde yazilir. Boylece
(1 = L[d(x, t;9) — uo(x, )] = qhN [ (x, t; q)]
seklinde sifirinci-derece deformasyon denklemi
elde edilmis olur. Elde edilen sifirinci-derece
deformasyon denklemindend(x, t; 0) ve ¢(x,t; 1)
degerleri
¢(x, £;0) = up(x, t) = u(x,0),
o(x, t;1) = ulx, t)
seklinde bulunur. Sifirinci-derece deformasyon
denkleminde gerekli islemler yapilarak m —inci
dereceden deformasyon denklemi

Lluy (x,8) = Xpum-_1(x, t)] = hRm(ﬁm—l)
olarak elde edilir. Burada
U1 = {Uo (%, 1), us (%, £), ..., U1 (x, )},
M1 (0, 8)  0%Up_1(x, 1)

o 0x3

m-—1 n
+ Z (Z g (x, O up_p (x, t)>aum+—xn(xrf)
n=0 \k=0

m-1 a ( t)
Upyy—1-—n X,
N z 1w, (x, t)%

Rm(ﬁm—l) =l

seklindedir. Boylece, m —inci dereceden

deformasyon denkleminden

um(x t) mum 1(x t) +hL” 1[Rm(um 1)]
yazilabilir. m = 1 olmak lizere problemin baslangig
kosulunun kullanilmasiyla yukarida elde edilen
iterasyon formiliinden
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1
uy(x,0) = — 5 + \/Etanh(x),

V3ht®
a(l + cosh(\/gx))'

uq(x, t) =

degerleri elde edilir. Bu degerler yardimiyla

ulx,t) =uglx, t) +uy (x, t) +uy(x, t) + -+
seklinde seri ¢6zimi bulunmus olur. Homotopi
Analiz yontemi yardimiyla elde edilen iterasyon
formullinden ilk 4 terimin Mathematica yardimiyla
hesaplanmasiyla

ulx,t) =uglx, t) +u(x, t) + -+ uy(x, t)
Homotopi Analiz yaklasik ¢6zim bulunur.

Sekil 7.-Sekil 8. de conformable kesirli birlestirilmis
KdV-mKdV probleminin, Homotopi Analiz yontemi
ile elde edilen u(x,t) ¢éziiminin yakinsakhgini
arastirmak icin x =0.2,t =0.001 ve farkli «
degerlerindeki A —egrileri verildi. Farkli a degerleri
icin verilenh —egrileri incelendiginde, A yardimci
parametresinin yakinsaklik araligi yaklasik olarak
—-1.75<h <-0.25 arahgdir. A  yardimc
—1.75 < h < —0.25 araligindan
secilen herhangi bir degeri icin Homotopi Analiz

parametresinin,

ybntemi ile elde edilen u(x, t) yaklasik ¢c6zimuniin
yakinsak olacagi gorilir.0< x <5 araliginda, a =
0.5, a = 0.9 degerlerinin segimiyle gbz Oniine
alinan problemin t =0.01 zamaninda, A= —1
degeri icin elde edilen u(x,t) yaklasik ¢6zim ile
Utam (x, t) tam ¢ézimiinin egrileri Sekil 9. ve Sekil
10. da verildi. Egriler incelendiginde, t = 0.01
zamaninda, A = —1 degeri icin Homotopi Analiz
yontemi ile elde edilen yaklasik ¢6zim egrileri ile

tam ¢6zim egrilerinin uyumlu oldugu
gorilmektedir.
(0.2,0.001)

5

rys

3+

1+

0 A

=1 1 1 1 1

3 5 =1 0 1

Sekil 7.a = 0.5, x = 0.2 ve t = 0.001degerlerindeki
u(x,t) yaklasik ¢oézimininh egrisi

(0.2,0.001)

-1

A =3 0 2
Sekil 8. = 0.75, x = 0.2 ve t = 0.001degerlerindeki
u(x, t) yaklasik ¢cozimininh egrisi

Sekil 9.t = 0.01,A = —1 ve a = 0.5 icin u(x, t) yaklasik
¢cozUmu ile Upgm (%, t) tam ¢oziminin karsilastiriimasi

20
15F
10F ¥ —e— Nimerik
—=— Analitik
05
1 L L L 1 L X
/ 1 2 3 4 5
—0.5:.

Sekil 10.t =0.01,A=-1 ve a=0.9
yaklasik  ¢ozimi ile U, (x,t)

icin  u(x,t)
tam ¢6zUminun
karsilastiriimasi

Cizelge 3.-Cizelge 4. de problemin, t = 0.01,A =
—1 ve farkh a degerlerindeki u(x,t) vyaklasik
¢OzUmiUnin  Uggm(x,t)  tam  ¢ozimi  ile
karsilastirilmasi ve mutlak hatalari verildi. Goz
online alinan degerlerde yaklasik ¢6zim ile tam
¢6zUimin uyumlu oldugu ve mutlak hatalarin kabul
edilebilir derecede kiclk oldugu cizelgelerden

actkca goralir.
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Cizelge3.t = 0.0, h=-1 ve a=0.5
yaklagik ¢ézUmunin usg,, (x,t) tam ¢dzim ile

icin - u(x,t)

karsilastirilmasi ve mutlak hatalar

x u(x, t)

Nimerik Analitik Mutlak Hata
0.1 -0.64845 -0.64845 5.368%x 107
0.2 -0.52615 -0.52616 5.112x 107
0.3 -0.40373 -0.40374 4.651x 107°
0.4 -0.28179 -0.28179 4.014x 107°
0.5 -0.16092 -0.16093 3.246x 107
0.6 -0.04172 -0.04172 2.396x 107
0.7 0.07527 0.07527 1.515x 107
0.8 0.18955 0.18955 6.507%x 1077
0.9 0.30067 0.30067 1.542x 1077
1.0 0.40821 0.40821 8.669% 1077

Cizelge4.t = 0.01,Ai=—-1 ve a=0.75 icin u(x,t)
yaklasik ¢6zUmUnin u;gy, (x,t) tam ¢ozim ile
karsilastirilmasi ve mutlak hatalar

x u(x, t)

Nimerik Analitik Mutlak Hata
0.1 -0.43580 -0.43580 6.679x 1077
0.2 -0.19247 -0.19247 5.174x 1077
0.3 0.04485 0.04485 3.015x 1077
0.4 0.27187 0.27187 7.193x 1078
0.5 0.48507 0.48507 1.251x 1077
0.6 0.68183 0.68183 2.617x 1077
0.7 0.86054 0.86054 3.306x 1077
0.8 1.02050 1.02050 3.408x 1077
0.9 1.16183 1.16183 3.096x 1077
1.0 1.28525 1.28525 2.555x 1077

4. Tartisma ve Sonug

Bu calismada, zaman degiskenine  gore
conformable kesirli tirev iceren kesirli mertebeden
Wu-Zhang

birlestirilmis KdV-mKdV denkleminin Homotopi

sisteminin ve kesirli mertebeden
Analiz yontemi ile yaklasik ¢oziimleri elde edildi.
Yaklasik yardimci

parametresinin yakinsaklik araligini belirlemek icin

¢6zimlerde bulunan A
farkh o degerlerinde # —egrileri cizildi. Her iki
problem igin ¢izilen bu A —egrilerinden, Homotopi
Analiz yontemi ile elde edilen yaklasik ¢éziimleri
yakinsak yapacak sekilde i yardimci parametresinin
birer araligl tespit edildi. Sabit bir zamandaki
yaklasik ¢6ziim ve tam ¢6zim egrileri verildi. Bu
egrilerden, her iki problem icin de ele alinan
yontem ile elde edilen yaklasik ¢oziimlerinin egrileri
tam c¢oOzlmlerinin egrileri ile ayirt edilemeyecek

sekilde ayni oldugu goriildi. Son olarak, ele alinan
problemler icin elde edilen nimerik ¢bziimler, tam
¢Ozlimler ile karsilastirilarak mutlak hatalar tablolar
halinde verildi. Mutlak hatalarin kabul edilebilir
derecede kiguk oldugu tablolardan goralda.

Sonu¢ olarak, bu calismada ele alinan zaman
degiskenine gore conformable kesirli tlirev iceren
kesirli mertebeden Wu-Zhang sisteminin ve kesirli
mertebeden birlestirilmis KdV-mKdV denkleminin
Homotopi Analiz yontemi ile elde edilen niimerik
sonuglarindan, yontemin zaman degiskenine gore
conformable kesirli tlirev igeren kesirli mertebeden
denklemlerin nimerik

kismi diferansiyel

¢ozimlerine  alternatif bir yontem olarak

kullanilabilecegi ifade edilebilir.
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