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Oz

Bu makalenin amaci C(X) kiimesi iizerindeki yar1 kompakt-acik topolojinin ikinci sayilabilirlik, ayrilabilirlik, %B,-uzay
ozelligi, Xy-uzay ozelligi ve kozmik uzay 6zelligi gibi sayilabilirlik 6zellikleri i¢in bazi sonuglar verilmistir. Son olarak
bu sonuglar C(X) kiimesi tizerindeki clp-kompakt-agik topoloji i¢in de elde edilmistir.
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Abstract

The aim of this article is to study the countability properties of the quasi compact-open topology on C (X) such as
second countability, separability and the properties of §3,-spaces, X,-spaces and cosmic spaces. Finally, these results

were obtained for clp-compact-open topology on C (X).
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1. Giris ve On Hazirhik

X bir topolojik uzay olmak iizere, C(X) kiimesi
iizerinde birg¢ok topolojinin bulundugu bilinen bir
gergektir. C(X) tzerindeki en bilindik topolojiler
nokta-agik  topoloji  (noktasal  yakinsaklik
topolojisi), kompakt-agik topoloji ve diizgiin
topoloji (diizgiin yakinsaklik topolojisi) seklinde
siralanabilir. Kompakt-agik topoloji ilk olarak Fox
(1945) tarafindan tanimlanmig, Arens ve Dugundji
(1946, 1951) tarafindan gelistirilmigtir. Jackson
(1952) bu topolojiyi kompakt kiimeler {izerinde
diizgiin yakinsak fonksiyon dizileri tarafindan
elde etmistir. Bu ylizden kompakt-agik topoloji,
kompakt kiimeler iizerinde diizglin yakinsaklik
topolojisi olarak da bilinir. Ayrica kompakt-acik
topolojinin, diizglin yakinsaklik topolojisine denk
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartin uzayin
kompakt  olmasi  gerektigini  gostermistir.
Kompaktlik gii¢lii bir kosul oldugundan bu iki
topoloji arasinda kayda deger bir aragtirma alani
vardir. Son elli yil i¢inde bu iki topoloji arasinda
pek c¢ok topoloji tanimlanmistir. Bazilar1t o-
kompakt-acik (Gulick, 1992), s6zde kompakt-agik
(Kundu ve Garg, 2006), C-kompakt-a¢ik (Osipov,
2012), smirhi-agik (Kundu ve Raha, 1995) ve agik-
acik topoloji (Porter, 1993) seklinde siralanabilir.

Bu calismada C(X) kiimesi iizerindeki yart
kompakt-acik topolojinin ikinci sayilabilirlik,
ayrilabilirlik, PBy-uzay ozelligi, RXy-uzay ozelligi
ve kozmik uzay ozelligi gibi sayilabilirlik
ozellikleri incelenmistir. Ayrica bu sonuglar C(X)
kiimesi tizerindeki clp-kompakt-agik topoloji i¢in
de elde edilmistir.

Herhangi bir karigikliga neden olmadigi siirece
(X,t) topolojik uzaymni, X uzayi olarak ifade
edecegiz. X topolojik uzayi iizerinde tanimli tiim
reel degerli siirekli fonksiyonlarin kiimesini C(X)
ile gosterecegiz. R, lizerinde standart (alisilmis)
topoloji ile ele almacaktir. X uzayinin topolojisini
T(X) ile gosterecegiz. t(Y) topolojisi 7(X)
topolojisinden ince ise t(X) c t(Y) gosterimi
yerine X <Y gosterimi kullanilacaktir.

2. Yar1 Kompakt-acik Topoloji

Bu boliimde, C(X) iizerindeki yar1 kompakt-acik
topoloji ve clp-kompakt-agik topoloji tanimlari

hatirlatilacak  ve  baz1  esdeger tamimlar
verilecektir.
Tanim 2.1.

a) X wuzaymda A ={x€X:f(x) = 0}

olacak bigcimde reel degerli siirekli f
fonksiyonu varsa A kiimesine sifir kiime

583

denir.  Sifir  kiimenin
tiimleyeni sifir kiime denir.

b) Bir topolojik uzayda hem agik hem de
kapalt olan bir kiimeye clopen kiime
denir.

tiimleyenine,

Tanim 2.2.

a) X uzaymin her timleyeni sifir kiime
Ortiisiniin sonlu bir alt Ortiisi varsa, X
uzayma yari kompakt uzay denir (Frolik,
1959).

b) Her f € C(X) igin f(X) kiimesi R nin
siirlt bir alt kiimesi ise X uzayina sozde
kompakt uzay denir.

€) X uzaymin her clopen Ortiistiniin sonlu bir
alt Ortiisii varsa, X uzaymna clp-kompakt
uzay denir (Sondore ve Sostak, 1994).

Herhangi bir kompakt uzay yar1 kompakt, yari
kompakt uzay ise sézde kompakttir. Ayrica yari
kompakt uzaym siirekli fonksiyon altindaki
gorlintiisti de yar1 kompakttir (D’ Aristotle, 1973).

Tammm 2.3. a, X uzaymmn bostan farkli alt
kiimelerinin bir ailesi olsun. Her A€ a ve
V € 7(R) i¢in,

SAQAV)={fecX): f(A<cV}

kiimelerinin smifim1 C(X) lizerinde alt baz kabul
eden topolojiye kiime-agik topoloji denir ve bu
uzay C,(X) ile gosterilir. Benzer sekilde her
A€ aveV € 1(R) igin,

STAV)={fecX): f(AcV}

kiimelerinin smifim1 C(X) tizerinde alt baz kabul
eden topolojiye zayif kiime-agik topoloji denir ve
bu uzay C,+(X) ile gosterilir.

X uzayinin tiim kompakt alt kiimelerinin ailesi
K(X), tim yar1 kompakt alt kiimelerinin ailesi
QK (X) ve tim clp-kompakt alt kiimelerinin ailesi
CK(X) olmak fiizere a smifi sirasiyla K(X),
QK(X) ve CK(X) almrsa C(X) lizerinde elde
edilen kiime-acik topolojiler sirasiyla kompakt-
acik topoloji (Fox, 1945), yar1 kompakt-acik
topoloji (Tokat ve Osmanoglu, 2016) ve clp-
kompakt-acik topoloji (Osmanoglu, 2017) olarak
adlandirilir ve bu uzaylar sirastyla Cy (X), Cq4(X)
ve Cep(X) ile gosterilir.

Tanmm 2.4. Ayrica, her A€ K(X) (ya da A €
QK (X)), f € C(X) ve € > 0 igin,
Ba(f,e) ={g € C()}() VX eX |f(x) —g(x)l
<g



Osmanoglu | GUFBED 9(3) (2019) 582-587

kiimelerinin sinifi C(X) tizerindeki kompakt-agik
topoloji (ya da yar1 kompakt-agik topoloji) igin bir
bazdir. Bu topolojiler kompakt (ya da yar
kompakt) kiimeler iizerinde diizglin yakinsaklik
topolojisi olarak adlandirilir ve bu uzay Cj ., (X)
(yada Cq (X)) ile gosterilir.

Tokat ve Osmanoglu (2016) ve Osmanoglu (2017)
den  Cp(X) < Cu(X) < Cop(X) Ve Ce(X) =
Cqu(X) (dolaysiyla Cp(X) = Cy (X)) oldugunu
biliyoruz.

3. Bulgular

Oncelikle ag, k-ag ve Pytkeev ag kavramlarim
hatirlatmakla baglayalim. Bu kavramlar baz gibi
davranirlar, ancak bu ailelerin her iiyesinin agik
olmasi gerekmez. Dolayisiyla, bu tiir ailelerle basa
cikabilmek, bazlardan daha kolaydir. Sonrasinda
bu aglar ile elde edilen baz1 uzaylarin tanimlarin
verdik. Daha ayrintili bilgi i¢in Michael (1966),
Gruenhage (1992) ve Banakh (2015) kaynaklarina
bakilabilir.

Tanim 3.1. Regiiler X uzaymin bostan farkli alt
kiimelerinin bir ailesi F olmak iizere,

a) Her x € X ve x in her acik U komsulugu
icin, x € F € U olacak sekilde F € F
varsa F ailesine ag denir (Gruenhage,
1992).

b) X in her kompakt K alt kiimesi ve K € U
olacak sekilde her agik U alt kiimesi i¢in,
K € F € U olacak sekilde F € F varsa F
ailesine k-ag denir (Michael, 1966).

€) X uzayinda F bir ag olmak tizere, x in her
acik U komsulugu ve A € X nin yigilma
noktasi x igin F S U ve FNA kiimesi
sonsuz olacak sekilde F € F varsa F
ailesine Pytkeev ag denir (Banakh, 2015).

Tamm 3.2.
a) Sayilabilir bir aga sahip uzaya kozmik
uzay denir (Gruenhage, 1992).
b) Sayilabilir bir k-aga sahip uzaya X,-uzay
denir (Michael, 1966).
€) Sayilabilir bir Pytkeev aga sahip uzaya
PBo-uzay denir (Banakh, 2015).

Teorem 3.3.
a) Herhangi bir kozmik uzay, ayrilabilirdir
(Arens ve Dugundji, 1951).
b) Herhangi bir X,-uzay, kozmik uzaydir
(Michael, 1966).
¢) Herhangi bir metrik uzayda ikinci
sayilabilir uzay, Xy-uzay ve kozmik uzay
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kavramlar1 denktir (McCoy ve Ntantu,
1988).

Tanim 3.4. Zayif metriklenebilir topolojiye sahip
olan uzaya altmetriklenebilir uzay denir. Yani, Y
metrik uzay ve f:X — Y siirekli igine fonksiyon
ise X wuzayr altmetriklenebilirdir (Gruenhage,
1992).

Teorem 3.5. Kozmik uzay altmetriklenebilirdir
(Michael, 1966).

Tanim 3.6. X uzaymin herhangi yar1 kompakt A
alt kiimesi i¢in A € A,, olacak bigimde X uzaymin
yar1 kompakt alt kiimelerinin bir {4, } dizisi varsa
X uzayina hemi yar1 kompakt uzay denir (Tokat
ve Osmanoglu, 2016).

Simdi C,(X) uzaymi kozmik ve Ry-uzay olmasi
i¢in bazi sonuglari verelim.

Onerme 3.7. Ayrilabilir ve metriklenebilir X
uzay1 i¢in Cq (X) uzay1 8g-uzaydir.

Ispat: X uzayr Ayrilabilir ve metriklenebilir ise
Theorem 2.6. Tokat ve Osmanoglu (2016) dan
Cr(X) = C4(X) ve Lemma 2.3.6 (Ntantu, 1985)
den Cp(X) uzayr RXy-uzay oldugundan C,(X)
uzay1 Xy-uzaydir. m

Ayrilabilir ve metriklenebilir uzay Xg-uzay
(Michael, 1966) ve Corollary 2.6 (Banakh, 2015)
dan asagidaki sonuglar1 verebiliriz.

Sonuc 3.8.
a) X uzayi Ry-uzay ise Ci(X) = Cq(X) dur.
b) X uzayr Ry-uzay ise C,(X) uzayr Ko-
uzaydir.
C) X uzayr Ky-uzay ise C,(X) uzayr PBo-
uzaydir.

Teorem 3.9. Tam regiiler X uzayi i¢in asagidaki
ifadeler denktir.

1. C4(X) uzayr kozmik uzaydir.

2. C4(X) uzay1 bir Ry-uzaydr.

3. Cr(X) uzay1 kozmik uzaydir.

4. Cy(X) uzay1 bir Xy-uzaydir.

5. X uzayi bir Ry-uzaydir.

Ispat: (1) = (5) Cq(X) uzay: igin bir sayilabilir ag
F olsun. FEF igin F*={x€X:f(x) >0}
kiimesini veF*={F"F € F} smifini
tanimlayalim. F* smifinin X uzayi i¢in bir k-ag
oldugunu gosterelim. A € U olacak bi¢cimde X
uzayinda U acgik ve A kompakt alt kiimelerini
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alalim. X uzay1 tam regiiler oldugundan f(A) =
{1} ve f(X\U) = {0} olacak bi¢gimde f € C(X)
fonksiyonu vardir. O halde f € S(4, (0,0)) dir.
F, C4(X) uzay igin bir sayilabilir a§ oldugundan
f €EF<cS(4,(0,00)) olacak bicimde F €F
vardir. Buradan A € F* oldugu gériilir. F* € U
oldugunu gostermemiz yeterlidir. Kabul edelim ki
x € F*\U olsun. O halde x ¢ U olacagindan
f(x)=0 dir. Fakat x € F* ve f€F igin
f(x) >0 olur. Bu ise celiskidir. Bu yiizden
F* < U elde edilir.

(5) = (2) Sonug 3.15. den agiktir.

(5) = (1) X uzayr bir Xjy-uzay ise X uzayi
altmetriklenebilirdir  (bkz. Lemma 10.1 ve
Proposition 10.2 (Michael, 1966). O halde Lemma
3.6 (Tokat ve Osmanoglu, 2016) dan Cr(X) =
Cq(X) dir. Dolayisiyla Cg(X) uzayr kozmik
uzaydir.

(2) = (1) Her X,-uzay, kozmik uzay oldugundan
Cq(X) uzay1 kozmiktir.

(3) © (4)  (5) Proposition 10.3 (Michael, 1966)
de verilmistir. m

Teorem 3.10. Tam regiiler X uzay1 icin asagidaki
ifadeler denktir.
1. C4(X) uzay1 ikinci sayilabilirdir.
2. Cy(X) uzayi ikinci sayilabilirdir.
3. X uzayr hemi yar1 kompakt ve PB,-
uzaydir.
4. X uzay1 hemi yar1 kompakt ve Ry-uzaydir.
5. X uzayr hemi yar1 kompakt ve kozmik
uzaydir.
6. X uzay1 hemi
altmetriklenebilirdir.

yaritkompakt  ve

Ispat: (1) = (2) Corollary 3.17 Tokat ve
Osmanoglu (2016)’de verilmistir.

2o e (4) o (5) Theorem 2.4.1 Ntantu
(1985)’de verilmistir.

(5) = (1) X uzayr hemi yar1 kompakt ve
altmetriklenebilir ise X wuzayindaki her yan
kompakt A kiimesi i¢in A € A,, olacak bigimde
bir yar1 kompakt A, kiimesi vardir. Buradan her
A, kiimesi ayrilabilir ve altmetriklenebilirdir.
Theorem 3.8 ve Theorem 3.10 Tokat ve
Osmanoglu  (2016)’den her Cq(A,) uzayr
ayrilabilir ve metriklenebilirdir. Theorem 3.2
Tokat ve Osmanoglu (2016)’den Cq(X) uzay:
[[{C4(A,):n € N} ayrilabilir ve metriklenebilir
uzayma gomiilebileceginden C,(X) uzay: ikinci
sayilabilirdir. m
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Yerel  kompakt
metriklenebilir  (Michael,
asagidaki sonucu verebiliriz.

Np-uzay, ayrilabilir ve
1966) oldugundan

Sonu¢ 3. 11. Tam regiiler ve yerel kompakt X
uzay1 i¢in agagidaki ifadeler denktir.
1. C4(X) uzay: ikinci sayilabilirdir.
X uzay1 Lindel6f ve altmetriklenebilirdir.
X uzay1 PBy-uzaydir.
X uzay1 Ry-uzaydir.
X uzay1 kozmik uzaydir.
X uzayi ikinci sayilabilirdir.

ook wn

Teorem 3.12. Tam regiiler X uzay1 i¢in agagidaki
ifadeler denktir.
1. C4(X) uzay ayrlabilirdir.
2. Cyp(X) uzay ayrilabilirdir.
3. X uzay1 Xj-uzay olan bir zayif topolojiye
sahiptir.
4. X uzay1 kozmik uzay olan bir zayif
topolojiye sahiptir.
5. X uzay1 ayrilabilir ve metriklenebilir bir
zay1f topolojiye sahiptir.

Ispat: (1) © (2) © (5) Theorem 3.10 Tokat ve
Osmanoglu (2016)’de verilmistir.

(3) © (4) © (5) (Michael, 1966) de (A), Lemma
10.1 ve Proposition 10.2 den agiktir.

Sonug 3.13. X uzay1 kozmik uzay ise C,(X) uzay
ayrilabilir ve metriklenebilir bir zayif topolojiye
sahiptir.

Sonug¢ 3.14. Metriklenebilir X uzay: i¢in agsagidaki
ifadeler denktir.
1. C4(X) uzay ikinci say1labilirdir.
X uzay1 PBy-uzaydir.
X uzay1 Ry-uzaydir.
X uzay1 kozmik uzaydir.
X uzayi ikinci sayilabilirdir.
X uzay1 ayrilabilirdir.

ok wi

Tamm 3.15. X = U,_; 4, olacak bicimde X
uzaymin yart kompakt alt kiimelerinin bir {4,}

dizisi varsa X uzayma og-yar1 kompakt uzay denir
(Tokat ve Osmanoglu, 2016).

Teorem 3.16. Tam regiiler ve o-yar1 kompakt X
uzay1 i¢in agagidaki ifadeler denktir.

1. C4(X) uzayr ayrlabilirdir.

2. X uzay1 kozmik uzaydir.

3. X uzayi altmetriklenebilirdir.
Ispat: (2) © (3) Lemma 3.6 (Tokat ve
Osmanoglu, 2016) ve Corollary 2.3.4 (Ntantu,
1985) den o-yart kompakt ve altmetriklenebilir
uzay kozmiktir.
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(2) = (1) Teorem 3.12 den agiktir.
(1)= (2) Theorem 3.10 Tokat ve Osmanoglu
(2016)’den agiktir.

Teorem 3.17. Tam regiiler X uzay1 icin asagidaki
ifadeler denktir.
1. Cep(X) uzayr By-uzaydir.
Ceip(X) uzay1 Ry-uzaydr.
Ceip(X) uzay1 kozmik uzaydir.
Ceip(X) uzayi ikinci sayilabilirdir.
Ceip (X) uzay ayrilabilirdir.
Cq(X) uzay1 By-uzaydir.
Cq(X) uzay1 Ry-uzaydr.
Cq(X) uzay1 kozmik uzaydir.
Cq(X) uzayi ikinci sayilabilirdir.
. Cq(X) uzay1 ayrilabilirdir.
11. X uzay1 kompakt ve metriklenebilirdir.
Ispat: (4) & (B) & (11) Theorem 3.11
Osmanoglu (2017)’den verilmistir.

©Woo NGO Rr~WDN
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1D=>@2)=>3)=>B)ve (6)= (7)= (8)= (10)
Po-uzay, Ny-uzay (Banakh, 2015) ve X,-uzay,
kozmik uzay (Michael, 1966) oldugundan agiktir.

(1) = (6) PBy-uzay, kozmik uzay ve kozmik olma
ozelligi zayif topoloji tarafindan korundugundan
PBo-uzay olma 6zelligi de zayif topoloji tarafindan
korunur. O halde C¢y,(X) uzayr Po-uzay ise
Cq(X) < Cp(X) oldugundan C,(X) uzayr PBo-
uzaydir.

(10) = (11) C4(X) uzay: ayrilabilir ise Theorem
3.10 (Tokat ve Osmanoglu, 2016) dan X uzayi
altmetriklenebilir ve ayrica Cy(X) = C,(X) dir.
C,(X) < C,(X)(bkz. Theorem 2.3 (Kundu ve
McCoy, 1993) olacagindan Theorem 4.2 (Kundu
ve McCoy, 1993) den X uzay1 sozde kompakttir.
Sozde kompakt tam regiiler altmetriklenebilir
uzay, metriklenebilir (Corollary 2.7 (McArthur,
1973) olacagindan X wuzayr metriklenebilirdir.
Metriklenebilirdir s6zde kompakt uzay, kompakt
olacagindan X uzay1 kompakttir.

(11) = (1) X uzay1 kompakt ve metriklenebilir ise
Corollary 2.3. ve Theorem 3.11. (Osmanoglu,
2017) den Cgp(X) uzayr metriklenebilir ve
ayrilabilir. Dolayisiyla Cep,, (X) uzay: PBy-uzaydir.

4. Tartisma ve Sonug

Bu calismada sirasiyla Tokat ve Osmanoglu
(2016) ve Osmanoglu (2017) tanimlanan C(X)
kiimesi iizerindeki yari kompakt-agik topoloji ve
clp-kompakt-agik topolojinin ikinci sayilabilirlik,
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ayrilabilirlik, By-uzay oOzelligi, Ny-uzay Ozelligi
ve kozmik wuzay Ozelligi gibi sayilabilirlik
Ozellikleri incelenmistir.

Bu calismada elde edilen sonuglar, Tokat ve
Osmanoglu (2016) ve Osmanoglu (2017)’de elde
edilen sonuglara daha genis bir bakis acist
getirmis ve bu sonuglar1 kapsamaktadir.
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