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Egrilik Teorisi Kullanarak Regle Yiizey Tasarlamada Yeni Bir Yaklasim
Fatma GULER'*

OZET: Bu calismada kiiresel gosterge egrisi tarafindan iiretilen regle yiizeyler igin yeni bir yaklasim
elde edildi. Uretec gatis1 yardimiyla striksiyon egrisi dayanak egrisi olarak alinan regle yiizey arastirildi.
Regle yiizeylerin egrilik teorisi kullanilarak striksiyon egrisinin yiizey iizerinde geodezik egri ve
asimptotik egri olmasi icin teoremler verildi. Ayrica, regle yiizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri ile
temel formlar1 hesaplandi. Kiiresel gosterge egrisi tarafindan tiretilen regle yiizeye 6rnek verildi.
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A New Approach for Designing Ruled Surface Using the Curvature Theory

ABSTRACT: In this paper, we obtain new approach ruled surface generated by a curve on the surface
of sphere called the spherical indicatrix. We expressed ruled surface which the striction curve of the
surface will be taken as the base curve using the generator trihedron. We have given theorems for to be
the asymptotic and geodesic curve on the surface of the striction curve using the curvature theory of the
ruled surfaces. Also, we have calculated the Gaussian and the mean curvature of the ruled surface. We
illustrate ruled surface generated by a curve on the surface of sphere called the spherical indicatrix.
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GIRIS

Regle yiizeyler, egri boyunca bir dogrunun
hareketi ile olusan yiizeylerdir. Bu ylizeyler
geometrik modellemede en basit nesnelerden
biridir.  Nesneler  koordinat  diizleminde
noktalardan olusur. Nesnenin pozisyonu X, y ve z
koordinatlar1 ile belirlidir. Bu koordinatlar, bu
nesneyi belirli bir yone dondiirerek bulunabilir.
Regle  vyiizeyler insaat miihendisliginde,
gemilerde ve araba tasariminda yaygin olarak
kullanilmaktadir. Bir parametreli dogrular kiimesi
bir regle yiizey olusturur, (J. Hoschek 1973; V.
Hlavaty 1945). 3-boyutlu Oklid uzaymda
kinematik ve konumsal mekanigi incelemek i¢in
regle ylizeylerin egrilik teorisi gereklidir, (Kirson,
Y., 1975; Karadag, H. B. ve ark., 2014.).

Egrilik teorisi, dogru ve diizlemlerin basit
geometrik Ozelliklerini inceler ve uzay kati
hareketlerini belirlemenin en kolay yoludur.
Ayrica, hareketli kat1 cismin hiz ve ivme dagilimi
ile ilgilenir. Egrilik teorisinden elde edilen
sonuglar, kiiresel, diizlemsel ve uzaysal
mekanizmalarin sentezine ve analizine uygulanir.
Uzayda kat1 bir nesneye sabitlenmis bir nokta ve
bir dogru bir regle yiizey ¢izer. Bir regle yiizeyin
diger yiizeylerde olmayan striksiyon egrisi olarak
adlandirilan essiz bir egrisi vardir. Bu egri, komsu
iki ana dogru arasindaki ortak bir dik c¢izgi
yardimi ile en kisa mesafe olarak tanimlanir.
(Ryuh, 1989), c¢alismasinda, bir robot ug
hareketinin diferansiyel o6zelliklerini ve robot
ucuna sabitlenmis bir noktanin hizin1 ve ivmesini
belirlemek i¢in egrilik teorisini kullandi. Bu
metot egrinin geometrik modelleme teknigini
kullanarak regle yilizeyin nasil {retildigini
gostermektedir. (Mc Carthy ve Roth,1987), bir
regle yiizeyin egrilik teorisinin hem skaler hem de
dual formiillerini elde ederek bu iki formiil
arasinda bagntilar verdi. (Oh Y. S ve ark., 2017)
yazarlar ¢alismalarinda regle yiizeyin dual egrilik
teorisini  kullanarak  robot  yoriingesinin
diferansiyel Ozellerini incelediler. (Giiler F., ve
Kasap E., 2018) calismalarinda regle yiizeylerin

egrilik teorisini kullanarak robot yoriinge

planlamasi i¢in yeni bir metot verdiler. Bu metot
ile robotun bir sonraki konumu ve diferansiyel
Ozelliklerinin  hesaplanabildigini  gdsterdiler.
Ayrica regle ylizeylerin egrilik teorisi ile ilgili
Minkowski uzayinda bir ¢ok ¢alisma mevcuttur,
(Ekici ve ark.,2008; Turhan ve Ayyildiz, 2011;
Karadag ve ark.,2014; Sahiner ve ark.,2016;
Sahiner ve ark.,2018). Bu c¢alismada, dayanak
egrisi striksiyon egrisi olan regle yiizey igin
egrilik teorisi kullanilarak Gauss, ortalama
egrilikleri ve temel formlar1 hesaplandi.
Striksiyon egrisinin yiizey lizerinde geodezik egri
ve asimptotik egri olmasi i¢in teoremler verildi.
Ayrica ¢alismamizi dogrulayan 6rnek verildi.

MATERYAL VE YONTEM

Regle yiizey icin bir parametrik gosterim
X(@,v)=0(0)+VR (o) (1)
yazilabilir. Burada oc(cp) yiizeyin dayanak egrisi
ve R(o) kiiresel gosterge egrisidir.

Regle ylizey ¢ parametresinin se¢iminden
bagimsizdir bu nedenle standart bir parametre

?ldR
s(o)=|l—
(9)=]15

0

do ()

seklinde alinabilir. BuradaR :‘dﬁ/d(p‘ , ﬁ((p)

nin hiz1 olarak diistiniilebilir.

{e,t,g} , X regle ylizeyinin lirete¢ catis1 olarak

Burada

adlandirilir. e= ﬁ/ ‘ﬁ‘, t=R' ve

g=ext birim vektorlerdir, sirasiyla regle

yiizeyin , R dogrultusunda birim vektdrii, merkez
normal ve asimptotik normali olarak adlandirilir.
Ureteg catisinin tiirev formiilleri

de/ds 0 1/R 0 |le
dt/ds [=|-1/R 0 y/R||t ()
dg/ds 0 —y/R 0 |lg
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ile verilir. Burada y fonksiyonu kiiresel gosterge
egrisinin geodezik egriligidir, (Kirson, Y., 1975)
. Kiiresel gosterge egrisi yardimiyla y fonksiyonu

_ exde/dg-d’e/do’
|de/do|’

(4)

seklinde tanimlanir, (Guggenheimer, H., 1977).
Burada “-” islemi Oklid i¢ carpim islemidir.
X(S, V) = (S) +ve (S) regle ylizeyinin striksiyon

egrisi
B(s)=c(s)-n(s)e(s) 5)
seklinde yazilabilir. Burada

p=a'(s)-R'(s) (6)

uzakligi dayanak egrisinin striksiyon egrisine
uzakligidir. (5) denkleminden s parametresine
gore tiirev alinirsa

dp _(dB a8 a8
E_(ds ejeJ{dS th(ds g}g (7)

elde edilir. Boylece striksiyon egrisinin teget
vektorii lireteg catisina bagli olarak

B _r(s)e(s)+a(5)als) ®

yazilir. Burada

I'(s)=(1/R)da/ds-e(s)-Rdu/ds

A(S) = (4R ) doy/ds-o(s)xdefds. ©

fonksiyonlarina X(S,V) regle yiizeyinin egrilik
fonksiyonlart denir, (O'Neill, B., 1966). X regle
yiizeyi bu fonksiyonlar ile tamamen bellidir.

o (S) egrisi boyunca Frenet

{t(s).n(s),b(s)} olmak
t(s)=a'(s), n(s)=a"(s)/|a"(s), b(s)=t(s)xn(s)

vektorleri sirasiyla egrinin teget, asli normal ve

binormal vektorleri olarak tanimlanir. Frenet
formiillerinin tiirev formulleri matris formunda

catist

luzere

t' 0 x O}t
n'[=|-x 0 t{|n (20)
b' 0 -t 0}lb

seklinde yazilir, (O'Neill, B., 1966). Burada « ve

T, 0 (S) egrisinin egrilik ve burulmasidir. Ureteg

vektorii e ve o(s)egrisinin binormal vektorii b

arasindaki a¢1 n olsun. Burada, Frenet catis1 ve

lirete¢ catisinin merkez normal vektorleri aynidir.
Bu catilar arasindaki iliski matris formunda,
(Ryuh, B. S., 1989.)

e 0 -sinm cosn||t
t|=1 0 0 ni,
g| |0 cosm sinm|lb (11)

seklinde yazilir. Bdylece egrinin  Frenet

elemanlari i¢in
= ’ 1 ' '
t=R =Rr, n=?t, b=tXxn vel(=|t|

yazilabilir. Ayrica egrinin burulmasi merkez
normal vektoriiniin donme agisinin agisal hizina
esittir, (Ryuh B. S., 1989). Yani

n'=-t. (12)
dir.

Tammm 1. Yilizey lizerinde bir egrinin ylizeyin
asimptotik ¢izgisi olmasi ic¢in gerekli ve yeterli
kosul K,
Ayrica, yiizey izerindeki egrinin yilizeyin
geodezik ¢izgisi olmasi igin gerek ve yeter kosul

normal egriliginin sifir olmasidir.

k, geodezik egriliginin sifir olmasidir, (O'Neill,
B., 1966).
Tamm 2. Denklemi X(s,v)=o.(s)+Ve(s) olan
bir regle ylizeyin dagilma parametresi
det(a’(s),e(s),e’(s))
€= le’(s)?

ile tanimlidir, (O'Neill, B., 1966).

(13)

Teorem: Denklemi X(s,v)=o.(s)+Vve(s) olan

bir regle ylizeyin acilabilir olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul
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det(a’(s),e(s),e’(s)) =0 (14)
dir, (O'Neill, B., 1966). Regle yiizeyin Gauss
egriligi K(S,V) ve ortalama egriligi H(S,V)

LN - M? GL+EN-2FM
K(S,V)—m, H(S,V)—W (15)

dir. Burada X (s,v) regle yiizeyi {izerinde birinci
temel form elemanlari

E= |XS|2; F=XS'XUI G = IXUIZ (16)

ve ikinci temel form elemanlari
L=X_-X,xX,,N=X,,-X xX,, M=X_-X.xX, (17)

seklindedir. Boylece X(s,v) regle yiizeyinin
birinci ve ikinci temel formlart sirasiyla,

| =E(du)” +2Fdudv + G (dv)’,

, , (18)
Il'=L(du)” +2Mdudv+ N(dv)

denklemleriyle verilir, (O'Neill, B., 1966).
BULGULAR VE TARTISMA

Bu c¢alismada, amacimiz egrilik teorisi
kullanarak kiiresel gosterge egrisi tarafindan
uretilen regle ylizeyin dayanak egrisi olarak
striksiyon egrisi olarak alindiginda yiizeyin

diferansiyel ozelliklerinin yeniden
hesaplanmasin1 saglamaktir. Yiizey igin bir
parametrik denklem

X(s,v)=B(s)+VR(s) (19)

yazilabilir. Esitlik 8. ve Esitlik 11. kullanilirsa
striksiyon egrisinin teget vektoriiniin Frenet
catisina gore ifadesi

B'(s)=(A(s)cosn—T'(s)sinn)n+(T'(s)cosn+A(s)sinn)b(20)

seklinde yazilabilir. Esitlik 19. dan s ve v
parametrelerine gore tiirev alinir ve Esitlik 11.

kullanilirsa X (S, V) yiizeyinin parametre egrileri

X,(s,v)=B'(s)+VR'(s) ,

_ (21)
X, (s,v)=R(s)=e[R|=R(~sinnn+cosnb)

seklinde hesaplanir. Esitlik 21. den s ve v
parametrelerine gore tekrar tiirev alinir, Esitlik

10. ve Esitlik 12. kullanilirsa X(S,V)yl'jzeyi

iizerinde X fonksiyonunun ikinci tiirevleri

X, (s,v)=x(T'sinn-Acosn)t+(A'cosn-I'sinn+vi)n+(Icosn+A'sinn)b
X, (s,v)=t X, (s,v)=0 (22)

seklinde hesaplanir. Boylece Esitlik  21.
kullanilirsa X ylizeyinin birim normal vektor
alan1 Frenet ¢atisina gore

N(s, ) X, xX, At—vcosnn-vsinnb

= —_ 2
' X, xX,| JA? 412 (@)

olarak bulunur.

Esitlik 20. den tiirev alinir ve Esitlik 12. ve
Esitlik 23. kullanilirsa v=0 i¢in dayanak egrisinin
geodezik egriligi ve normal egriligi

k,=Nxp“B"=A'-TA' (24)

k, =N-B"=x(I'sinn—Acosn) (25)

seklinde elde edilir.

Esitlik 13. Kullanilirsa, X regle yiizeyinin
dagilma parametresi regle yiizeyin egriligine
bagl olarak

P.=RA. (26)

seklinde bulunur. Boylece, asagidaki sonuglar
verilebilir.
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Sonuc 1. X(S, V) yiizeyi tizerinde dayanak egrisi

B(s)nin geodezik egri olmasi igin gerek ve yeter
kosul % = sabit olmasidir.

Sonug 2. X(S, V) ylizeyi lizerinde dayanak egrisi
B(s)nin asimptotik egri olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul tanm= % olmasidir.

Agilabilir yilizeyler regle yiizeylerin bir alt
kiimesidir. Bu ylizeylerin dogrultman boyunca
yiizey normalleri sabittir. Acilabilir yiizeylerin

ve

ylizeyin tiim noktalarinda Gauss egrilikleri
sifirdir. Bu yiizeyler, geometrik tasarim, yiizey
analizi ve tiretim sistemlerinde kullanilir.

Sonu¢ 3. Esitlik 19. da verilen regle yiizeyin
acilabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A=0
olmasidir.

Esitlik 10. , Esitlik 12. ve Esitlik 22.
kullanilirsa X(S,V) yiizeyinin birinci ve ikinci

temel form elemanlari

E=T?+A’+Vv?, F=RI, G=R?

L = A'RTsin®n+vkR (I'sin®n—Acos’ n)+ AR (kI —A")cosnsin’n

+R (kI? = kA® + A'T ) cos* nsinn + VR (T - A)sinn cosn — AR (A'+ kT cos® n, '

N=0, M=RA

seklinde hesaplanir.

Sonu¢ 4. X (S, V) regle yiizeyinin Gauss egriligi K ve ortalama egriligi H

AZ
ATV

K =

R

seklinde elde edilir.

2(A%+v?) +xv (I = A)sinncosn+A (kI = A")sinn + (kT —kA? +A'F)cosn—?

A'(Tsin®n—Acos®n)+vi(T'sin’n—Acos’n)

2AT

Sonu¢ 5. X (S, V) yiizeyinin birinci ve ikinci temel formlar

| = (FZ +A + vz)ds2 + 2RIdsdv + R%dv?,

A'RTsin’n+vkR (l“sinzn—Acos2 n)+AR (kT —=A")cosnsin®n

ds?

+R (kI” — kA% + A'T)cos’ nsinn + kR (I - A)sinn cosn - AR (A kI")cos’

+(2RA)dsdv

seklinde hesaplanir.

Ornek

a(s)= (gcos(s) : gsin (s), gsj dayanak

egrisi ve

ﬁ:(icosz(S),isinz(s),%sin(Zs)j dogrultman vektdriine sahip bir regle yiizeyin

N RN

parametrik denklemi X(s,v)=o(s)+ VR (s), olmak iizere bu yiizeyin striksiyon egrisi
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5 52
5 52

gs—%(sin 25)2 (sins+coss)

3 3 : , 4
= 0SS ——=C05s’ $5in 25( €SS +SiN s)—gcos 2scos’s,

3. 3 . ] ) 4 ]
Zsins———sin Zssm2s(sms+coss)—gc05255|n2s,

2\2

———c0s2ssin 2s
5

seklinde hesaplanir. Boylece dayanak egrisi striksiyon egrisi alindiginda kiiresel gosterge
egrisinin ¢izdigi regle ylizeyin grafigi Sekil 1. ile -2<s<2, -2<v<2, degerleri i¢in verilir.

Sekil 1

SONUC

Bu c¢alismada, Ryuh, B. S., (1989)
referansli calismada yer alan regle yiizeyler ile
robot ug¢ hareketinin tanimlanmasi problemi
analiz edildi. S6z konusu calismada, robot ug
hareketi iirete¢ ¢atinin e yon vektoriine bagl 6zel
yorlingeler i¢in tanimlanmistir. Bu ¢aligmada ise
egrilik teorisi kullanilarak kiiresel gosterge egrisi
tarafindan iretilen regle yilizeyler c¢alisildi.
Calisma boyunca bu ylizeyin dayanak egrisi
striksiyon egrisi alinarak bazi teorem ve sonuglar
elde edildi. Son olarak tanimlanan bu regle
yiizeye bir 6rnek verildi.
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